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"PROLOGO
Este libro no es un texto de estudio. Estd dirigido a

| personas interesadas en aprender a manejar y dominar sucesiones

y series.
Un buen conocimiento y manejo de las sucesionesy

| las series es indispensable para quien aspire a estudiary profun
| dizar en la rama del andlisis matemdtico en general,
| Sobre este tema hay poca teoria lo cual dificulta su
| practica ya que en cada problema hay que utilizar métodos par
. ticulares . Teniendo en cuenta lo anterior, en este trabajo se trata
de presentar los conceptos basicos de sucesiones y series utili-
zando abundantes. dibujos, ejemplos y ejercicios en el desarrollo
de cada paso. '
Los dnicos conocimientos que se requieren para adentrar
se en este estudio son los de calculo Iy lI. Con estas bases!
se inicia y se pretende llegar a un nivel un'poc~o superior al del
*  primer grado en matematicas de la Universidad Nacional .
Al final del segundo tomo se incluye un ap éndice en

donde el lector encontrara algunas aplicaciones de sucesiones de

funciones. Se sefiala entre estas aplicaciones : El teorema de
aproximacién de Weierstrass y un teorema de existencia de solu-
ciones de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Dada la importancia y utilidad del tema,y el vacio de
obras didacticas que sobre €l hay, se espera que €ste libro llegue
a satisfacer la necesidad de muchos lectores.

¥

' Por dltimo, quiero reconocer y agradecer al mismo tiempo
T la invaluable ayuda que me brindd el profesor Eduardo Maatilla
leyendo y corregiendo la totalidad de los manuscritos, realizando
el fastidioso trabajo de la revision de las pruebas de esta publica-
cién.

YU TAKEUCHI
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CAPITULO |1

SUCESIONES

Fn los cursos elementales de cdlculo se da siempre un concepto ini-
cial de sucesién, en los pardgrafos § 1, §2,§3 y §4 de este capiulo

lo repetiremos en forma breve como un repaso general .

§ 1. Sucesidn

Un conjunto ordenado de nimeros se llama UNA SUCESION. En la suce-
sién :

A={a1,?2,... b By s } (1)
primer segundo n-€simo
ntimero nimero nimero

el nimero 2, que ocupa el n- ésimo puesto se llama el n- €simo elemento o

el n- €simo término de la sucesion . La sucesién se nota abreviadamente :

A ={ali. (2)
Asi , una sucesion es una funcién cuyo dominio es el conjunto N de todos
los nimeros naturales : al nimero natural » € N le corresponde el n- ésimo

elemento de la sucesion . -
La sucesion (1) es CRECIENTE si !

Ay @€ a38 0ee G 00 S ens , (3)
y es DECRECIENTE si ’

611) ay 2 a33.... 2!1”) an+1/ PRI r4)

O sea que la sucesién | a,} es creciente si
%

n > k implica a, > a, (3')
y es decreciente si P
n >k implica a, < a (4')s.
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JEMPLO I
{n"{=t{1,4, 27,25, ... i es creciente y
| {.’ii21-§5{2, 3/4,4/9,5/16,.... i es decreciente.
| n
i

i La sucesién { 2 } es ACOTADA SUPERIORMENTE si existe una constan

s M tal que
a,< M para todo n (5)
. es ACOTADA INFERIORMENTE si existe una constante M’ tal que
n

;
l
f
i M £ a para todo n . (6)
‘e dice que la sucesion { 4, | es acotada st es acotada superior e inferiormen
’ e, es decir que si existe' una constante M, tal que

para todo 7. (7)

‘ Dada la sucésién (1, se obtiene una sub- sucesion escogiendo elemen-
} 0s de (D sin alterar “su 6rden. Mas precisamente , sean AL, (D, ...,
n(k),.. .. nimeros nawrales tales que

| al D <nl(2) <nl3 <... <nlk<...

entonces
B =layp . ayug o oo byps - ®
es una sub- sucesion de (D (Fig. 1) .
a( 1) ésimo (2)-ésimo } " An(k)- ésimo e
{ elemento& elemento elemento
A=ial....,..an“,.an”“l,...,an(z),........, MOAYERE }
B ={ 4D 3 an(z’"""’an(k)"" 1
2ﬂrim er segundo k- 'ésimoo>
elemento, elemento (element

Fig, 1 ( B es una subsucesion de A)
A I T

También se puede decir de la siguiente manera :
Sea » una funcidn estrictamente creciente d¢ N en N :
n i kb po——— nlk),

entonces B = {a, )} es una subsucesién detf a,t.
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EJEMPLO 2

{221=12,4,6,... lesunasubsucesionde {n}=1{1,23,... },

{1y=11,1,1,... } es una subsucesion de D" -f-1,1,-1,1,..1%

LIMITE DE UNA SUCESION
Si los términos de una sucesién | a,} se acercanaun numero L, se dice

que la sucesién tiende al limite L ( o converge a L ) y se nota:

lim a = L 9)

n
n->00

(o a, - L cuando n > o ).

Mds precisamente la sucesion| as} convergea L, si dado un nimero cualquie

ra ¢ { >0) existe un nimero natural N tal que

n 2N implica la,-L [ <€ (10)

Esto es , a partir de N- ésimo término todos los elementos estan en una ve-

cindad de L conradio ¢ (Fig 2).

- € N € ?
1 % \
dl \ aN an aN+1 } a3 a2
(n’>N)
* Fig, 2

Una sucesion que tiende a un limite se llama SUCESION CONVERGENTE,

en caso contrario la sucesion es DIVERGENTE, .»

Si a, puede aumentar tanto como se quigra cuando n -eo.; 0 sez, dado

cualquier nimero M existe N tal que ¢

a, > M- paratodo n 2 N - (1))

n
( esto es , todos los<lementos a partir de N- ésimo témino son mayores que
M) _ :
entonces se dice que la sucesién { a,} divergea mas¥infinito , y se nota

lim a, =+0 (6 a4, >+ cuando n »+=)  (12)
n-oo0 ]

De la misma manera , la sucesién an} diverge a menos infinito si ,dado M’




existe N’ ral que

a, < M’ paratodo n > N’. (13)

EJEMPLO 3,
(1) {a,}=1{0.3, 033, ....,033...3, .... }
esta sucesion es creciente y fiende a 1/3.

(i) 1b,}=13, 31, 314, 3,141, 32415, .... },

estda sucesion es creciente y lim b, = 7.
7->00

(i) {c,¥={ 1, 14, L41, L4l4, L4142, .. .. |,

lim <, =ﬁ.

717500

Mas generalmente , si expresamos un nimero real en el sistema decimal,

este nimero es limite de una sucesidn cuya n-ésimo término es el nime

ro quebrado finito de » decimal es obtenido del nimero dado .

§2. Propiedad de la sucesion convergente.

PROPIEDAD 1,

lim a, = L si y solo si lim j{a,-L |=0.

700

DNemostracion inmediata por la definicién .

PROPIEDAD 2,

Si una sucesion es convergente , su limite es unico.

Si una sucesion { a,} tuviera dos limites diferentes , digamos L ., L,

(I'l, > Ly ) entonces para ¢ ={L ;- LZ}/Z extirian N, N tal que

€ € T
- I
a -L, <€ pamtoaon;Nl' \/

L,a /\ a L
a,- Ly <e para todo k 3N;. 2 k;)%_" 1 /
Entonces, si I »N;, 1 >N, se tendria : Fig. 3
al'Ll <€, a1~-L2 < €
luego ,
) I-l'Lzle'.a‘]#-dl'LZ<L1'ﬂ[ -~ ﬂl-l_.z

4

}m



<€+E=25=L1'L2 ’

o sea
L,-Ly <Lj;-Ly. ( absurdo ! )

PROPIEDAD 3.
i) §i una sucesion converge a L entorces cualquier subsucesion también
converge a L .

i) Si una sucesion diverge a +00 ( 0 —~o) entonces cualquier subsucesion

%
diverge también a +oo (0 - ),

i) Si lim an=L, dado ¢ > 0 existe N tal que

n-oco

la, - L | <e paratodo n > N.

Sea {an(k) } una subsucesion de {an} , sea K tal que
n(K) 2N,
si k > K entonces nlk) 3 n(K)> N , luego:

la, - L | <e ( para todo k> K},

esto es
kl_l;:”o an(k) = L ¢

/i) Demostracion idéntica al caso i) .
L

PROPIEDAD 4. '

Una sucesion convergente es acotada.,

Si lim a, = L , dado ¢ > 0 existe N tql que

n-o0

L-¢ <a <L+e paatodo n ZN.,
-

Sea !

M = Maximo { |agl, oo . lay ql,IL + el L - €]}
entonces se tiene que

la,| <

M paratodo n=1,2,3,..,. .

PROPIEDAD 5.

$i una sucesion no es acotada superiormente ( o inferiormente) enton -

ces existe una subsucesion que diverge @ +o00 (G =),




Sea {a | una sucesion no acotada superiormente. Sea ay(]) elprimer
n
elemento mayor que 1( ndtese que siempre existe tal elemento.), @, el
prime. elemento mayor que 2, diferente a a,1) » Evidentemente

n(2) > (D) ya que  ay o >2>1.

En general , 8,k s el primer elemento mayor que k, diferente a a,qy,

Ay s seev s a,(.1) yaescogidos. Esta subsucesion {"n(k) } diverge ayoa,

PROPIEDAD &6

Si lim an=L , lim b72 = M entonces
n->o% n-oc

iy lim (an+ bn):L + M

7 -200

i) lim a b,= LM

1700 r
z‘ii.) ,fi':zo{a”/bnizL/M (si MF0)

Daremos la demostracicn de ii) y iii) .

ii) Como {b } e5 acotada ( prop. 4), sea
16, < € (paratodo n ).

Dado ¢ >0 existe N tal que

| a,-L | <.§§-C— para todo n> N ‘L 4 NOTA 1
| 6 SM | <t para todo nx N & ##NOTH 2
n Y
2L ’

enlonces para n» N tenemos:
i
i

a,b, -LMi=|a b -Lb, +Lb, -LM|
S!anb,,'l‘bni'ﬂ.Lbn'LMii=lan“n‘Li+\Lilb,,'Ml
<C_f£_ . iLl—‘—- = £, £ =,

2C 2iL | 2 2
esto es !
lim a b =LM
noe M m
* % ok % K K ¥ Kk ¥ & &k K % % Kk k F *
#NOTA 1.
Hemos supuesto L# 0. En caso de que L =0 la demostracudn es inme-
diata ,
6




## NOTA 2
Se puede escoger un N para ambas desigualdades :

Como a,~ L ,b, > M {n > ) entonces,
dado ¢, existe N tal que | a, -L| <¢; paratodo n > N,y

dado ¢, existe Ny tal que | bn-M{ < €y para todo n ;.Nz.

Sea N = Mdxmo (N, Ny)o Si n 2 N entonces nZNj,y . n Z Ny
luego :
a,- L1 < e [o,-M | <ep paratodo n 2 N.
%k ¥ % k % ¥ ¥ ¥ ¥ %X X ¥ ¥
i) Si b, > M # 0 (n 50) , entonces existe N, tal que
| M
| 6,-M | <,v2 paratodo» n;Nq,
o sea
ibnlzﬂM\-m;-m (paratodo n3 N, ).
2 2 °
Por lo tanto:
L1 b oM 2
e | =4 Tp L K b, -M| .
Yh M A K &, -]
n
De donde se concluye que
lim L = L
n-oo bh Mo
De ii) @
lim % = lima, L = L A 4
n->00 b 1500 7o M M.
n n
» B
PROPIEDAD 7
Si tlim a, = L ,werzﬁonces dado ¢ > 0 existe N tal que
-0
n,k 2 N implica lan-ak\<e".
: ?
Dado ¢ > 0 existe N tal que:
\an-Ll<(e/2) paratodo n > N. ¢
Si kB 2 N entonces




lap-L| <(f2),
luego :

ta,~a, | | a,-L +L-a|g a,-L|+|L-aj <

PROPIEDAD 8,

Sean {an{, ibni dos sucesiones convergentes tales que

a L b

- paratodo n = 1,2, 3,...

n
enfonces !
lim a < lim b
n-oc 770 .

Se demuestra facilmente aplicando la definicién de limite .

PROPIED AD 9 .

Sea “’n} una sucesion que tiende a cero , si §aﬂ§ es und sucesion tal

que

ba,-L L glb, ( para odo n )
entonces .
lim a, = L
1n-soc

Se demuestra facilmente aplicando la definicién de limite .

PROPIEDAD 10,

Si lim a, =L entonces lim {a|=|L|
31-»0c ) 72300 [ 4

Se demuestra utilizando la desigualdad :
Pla,l - L] < la,-L|
y la propiedad 9 .

PROPIEDAD 11,

Sean {bni,{ cn} tales que

: . ; = I = L,
b e,y lim b, = lim c,
H—oc 720

Si b,< a, <c (paratodon) entonces

lim a2 =1L,
7
nax

'

la, L Ui, b, [+l b, Ll glc, b, 1 +] b, L |

H




sicn'Ll.-i-lL’b!-i-!bn'Li—)O (7 200 ),

n

PROPIEDAD 12,

Sea {a,{ una sucesion que convergea L . Sif(x) es una funcion defi

nida en una vecindad de L, continua en L entonces {f(a)} tiende a
AL,
Por la continuiéad de f, dado ¢> 0 existe 8 tal que
lx-L | <& implica P flx)- fIL) | <€ . (1)
Como a, »L (n-w), existe N tal que
la, -L| <& paratodo n 2N, (2)

De (1) y (2 tenemos :

|]'(an) - f(L) | <e paratodo n>2N ,
esto es’
lim f(an) = f(L).
700

PROPIEDAD 13,
i) Si lim a, = yoo0{0 ~o0) entonces lim 2 -
7100 7 700 a
. 7
i) Si lim a, =0,y a_ > 0 entonces lim 2L = 4004
n-0 » -71 72300 an

i) Dado €¢> 0 existe N tal que

a,> 1/e paratodo n 2 N ,
o sea. -
o< paratod nZ N. ?
a . b
7n

it} Similar d caso i . -

§ 3. Teorema de Weierstrass

PROPIEDAD 14,
Una sucesién creciente y acotada superiormente tiende a un limite 5 y

una sucesion decreciente y acotada ibferiormente tiende a un limite .




Esta propiedad se conoce con el nombre de Teorema de Weierstrass ,y es una
de las propiedades mas importantes de los niimeros reales . Fn base de /g ex-
pansion decimal infinita de los nimeros reales mostremos la propiedad 14 co

mo sigue :

Sea {an | creciente y acotada #, entonces existe un nimero entero m tal
que

{an < m+ 1 para rodo »n,

algin a, es mayor que m . (Fig 4)
* k ¥ ok Kk ok ko x kK %k kX ¥ k X *
" | - 1

i a2 a3 d4 ‘ an I

Qe

SRR

m m+1
Fig. 4
Apora subdividimos el intervalo (m, m+ 1l  en diez partes iguales,los

punios de subdivision son :

i

m.l . m.2 ., m3 ,.... ,m.8 , m.9

it Hj i #
w02z s pel ml?
1 10 i0 710 10

Entonces existe un k tal que todos los clementos de la sucesion ta,l son

menores o iguales am.(k+1), y algin elemento es mayor que m.k (ver Fig.5),

e
sea p)=k.
. | | [ ool oot ! 1 | ] 1 I
720 D It R R B S D
;o m&k  m ksl m.7 m8 m.9

”

Fig. 5
Abora subdividimos el intervalo (m.k, m.(k+1)] en 10 partes iguales , en-

tonces para algin b tenemos

. = k b+l
S a, < mk(hsl) " o0 (para todo n)
t algiin a_ es mayor que mokbh=mat g2
" 10 100

* % * % ¥ k k * k * k k * * %

A\V

# Para mayor sencillez suponemos que a,

10




sea py = b . Asisucesivamente obtenemos un ntimero decimal infinito :

m. + 0 a - b pl Lz_ [73 « s e
P1b283 "1 “1oo T700 T

que es evidentemente el limite de la sucesion ta t.

EJEMPLO 4.

o} =y L, 4L 1n 1111 }
n 37 30 " 300" 3000 e

es una sucesion creciente y acotada superiormente. Todos los elementosde
la sucesion son menores que uno , y hay elementos mayores que 0, enfonces
m =0, Abora, todos los elementos son menores que 0.4 y hay elementos ma
yores que 0,3, entonces Py = 3 Tambien , todos los elementos son meno -
res que 0,38 = 114/300 y el cuarto elemento es mayor que 0,37 = 111/ 300,
luego tenemos que p, = 7. Asi sucesivam e;zt.e tenemos : p3 =0,p,=3,..,

entonces el limite es !
m.pIPZ... :0.3703o.- » L |
Este método consiste en perseguir al limite encerrandolo en los intervalos
de longitud 1,0.1,001,... sucesivamente , en nuestro ejemplo

o, 11>(0.3,0,4]1-10,37,0.,38]1> (0,370, 0.3711 D> ... -

E[EMPLO 5. .
¥ .
La sucesion { (1 + _1. ) 1 es creciente y aco.tada, entonces existe el
n
limite : i -
lim (14 2)% = e, . !
-0 ”n

“r
™

{Ver cualquier libro de célculo. )
EJEMPLO 6. -

Sea {an} = {nM’ } . Esta sucesion es decreciente a partir de n = 3 ,en

realidad si n> 3 tenemos :

1
=1
(n 41
(s

ya que {(1 + -L)ni es creciente y tiende a e , luego:
n

n{n+ D

11



1
(n+ DT ¢ nl/n paratodo u » 3.

Ademds , todos los términos de la sucesion son mayores que 1, entonces el

teorema de Weierstrass garantiza que la sucesion tiende a un limite . Si el

limite de la sucesion es mayor que uno, digamos 1 + ¢ (¢ >0) entonces:

i/n

Iy cgn para todo n

N nin- I)CZ

(17+ =1 4inc <n { para todo n ),

2
luego : 2
n(n-l)c2<n' i, (”._.___..'l)c < 1 ( para todo n) ,
2 2
2
esto es imposible ya que lim _(E.iﬁ.= too . Porlo tanto el limite de
n-oo0
be ser uno
lim nl/” = 1

7700

§ 4. Limites fumndamentales .

Aplicando la definicion de limite tenemos :

(2) Si Yelle, e, e, Chunn } entonces
lim ¢ =c¢
100
I3
(i) lim n = 400 , lim R
H-oc0 3200 n
Mis generalmente tenemos :
(iid) . + oo s 2> 0
lim n” = i 1 si a=0
n-»00
0 st a< 1,
(iv)

I 7 i+oo st a>1
mm =
1100 l 1 si a=1

0 si jal < 1.

I.a sucesion {4’} diverge si a<-1.




Demostracion .

Si a > 1 entonces a =1

Tenemos :

& = (1 h)" 3 1enb

{uego ’
§ lim d" = 1+
7 »o%

Si ‘al <l entonces l/ia‘

lim =11 = lim

n-oc la l rz—wcl a‘n

De la propiedad 12 tenemos:
lim ‘a‘n =0
nN->00

o sea que

ltim & =0

71500

.. . . - 2
S a < -1, la subsucesion { a°, a

2 . .
que a° > 1, mientras que la subsucesion | a, P R S

diverge a - oo

->

4

y v e, d

b donde b >

<4 o0 (n—»éo)

1, luego :

2n

} diverge a +oo

ya

EJERCICIO 1

72500

lim % a =1 (a>0)

¥
Solucion .

Si a > 1 sea xn=”a-1

Tenemos *

lenx, (l+xn)"

luego
0 < x, £ _‘Z__l_
- n”

Por lo tanto:

]
1N

12 —_
lim x, = 0
n-o> o0
o sea
lim R/ a =1
7 00
$i a< 1l sea @' = 1/a > 1 entonces

entonces x, > 0.

13



lim ¢ a = lim =1.
n oo n->o0 7(//-‘1—'-

lim %a=1lim 1= 1,

EJERCICIO 2.
k
limZ— =0 (a.1,k>0)

n-oc

Solucion .
(A) Si k=1 sea a=1.,5hp (h>0) y tenemos :

2

14 n

! 2 2

(B) St k < 1 entonces

k
n 2
0 ¢ 25 - - 0 (n-x).

g &

-

(C) Si k. 1 entonces
i/
lim z =0 ya que al,/e I,

Por lo tanto:

k
lim 2 = lim [t = 0.
1500 6{1 7 00 [\’alklﬂ} €

= < o U TIY ISy gy s e 7~ 0
& (1ih)" Lynpyrncdy2 Tnln- D)2 (1) p° "

EJERCICIO 3,

limn =1,
nooc
Solucion .
Sea x, =4 n - 1 entonces x, , 0 y tenemos

- n
n=(1.x )" 2 1.nx,

(n<1) 2 nin<1) 2
,-.2_3_’2__ (xn) P —T—(xn) ,

luego

5—
0 < %, g'y - 0 (n-x)
n- 1
esio es
lim ¢ = lim (1« x,)= 1.
R0 n »oc
14




EJERCICIO 4.

1
lim£—= 0, a>0.

n-oc N !

Sea k un ntmeronatural tal que k >2a,y sea K/ k! =c,Sin>k

entonces tenemos’

Y a a c_
0 L — = X > P —_— < > 0 ( -» 00 )
N n.’ xk;lxkx-zx * n Zn.k ?
°
EJERCICIO 5.
Demostrar que : L
i) lim _lfﬁl =0 , it) lim M =0 (k = constante)
noos 1 7100 n
i) limL2RM <0 (k> 0).

n-oscc 1

Solucion .

i)

Oglo&" :(lo(fn))<_”‘,7g0 (m -o0)
n Jlogn €

donde m es la parte enterade logn. Ndtese que la funcidn f(x) = x/ e*
es decreciente para todo x 3 1 ya que

f(x) = (l-x!jex < 0.
Otra solucion .

n ’

Sea y, = logn enbnces log n.=ﬂy;, -
'

N

2
n=e Yy > 1 +ny +(ﬂ}'n) > (ner) .
n 2 2 , )

¥

luego :
£ 0 < y[z 0 ( 0)
yﬂ4'< . d n- . -
n

i), i) . Similar ai).
EJERCICIO 6,

Sea {aﬂ} una sucesion tal que

aﬂ+1=\/1+\/an , ay =1, ‘
Demostrar que la sucesion es convergente .

15
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Solucion .
Jorucion

cori = (T A Vo
_ (1 +f_) -—(1/1_?1 - a4,° %yl
1/_+7z7'+\/1+73:,'— VA, VI VET

= -VI +1=92 >a; =1 , enionces por induccion se tienme - que

@, 1> @, pama todon=1,2,... ,0seaque {aﬂ}es creciente .

Si suponemos que a, < 2 entonces

=T+ qa, <q1+42=y241... <2,

pero como a; < 2 entonces por inducciOn se fiene que 2 es una cotade la

sucesion dada. El teorema de Weierstrass garamtiza que el limite de {an} e-

xiste .

EJERCICIO 7,

Sea {an} una sucesion tal que

a,.1= Aa, { A= constante) ,

investigar la convergencia o divergencia de {an} .
Solucion .
En la condicion a, ;= Aa, reemplazando n = 1,2,.... sucesivamen

te tenemos

a2=)\a1 . L
az =Aay
a4=)\ az

a, “’\“n-l

Multiplic ando mi embro @ miembro estas n - 1 igualdades se tiene :

- o1
a, = X a;
Por lo tanto : g 0 si A< 1,
tm 4a_=- .
I a; si A= 1, ‘
4 00 st /\>l,d1>o,

- o0 si )> 1 ’ al <0,
diverge si A < = 1,
16




oil - 211
an+1={a1]“[c] (71:2,3, v )'
EJERCICIO 11,
Sea ta,l ana sucesion tal que
_ .
il ~ %y = 4,
demostrar que
lim a =0, 1
n
-
Solucion .
De la condicion a,.1 =a, - -i—- a, ; tememos:
1 -1 1
med TS % Yy (an _;an- ).
Sea b’2 = a1 _-_ﬁ_ a, entonces
1
,bn - 3- bn-l
luego
N 6, = (%)”"! b, { ver ejercicio 7 ), ‘
o sea } . ; p
- n-
lln+l’-—2—a” —(—2') bI- (l)

Pe (1) se demuestrapor induccion que

- 2b,n
, =4 t b 2
pZEP S 27] € ( )

De (2) se tiene inmediatamente que

lim a,.1 = 95 lim (1/2”)4—2!71 lim 2 = 0 .
H 00 n-s0c n-oc &

EJEKCICIO 12,

Sea }a"( una sucesion tal que

a, ; + ba, & ca, | 0 (b, c Ssz constantes )
ballar
lim a
7 o .
Solucion .
Sea G,p1 -V 4, = )\(an -y aﬂ_l) (1)

18




entonces

a1 (’\+}’)an+’\}’“.-l =0,
luego
g )«.+y=-b1
Ay=c l.
Entonces tenemos los valores de A y y como sigue :
J}/zﬂ;iﬁ_ y :'b-{b2-4c
2 o s 2 (2
l RN l e Iy
A= 27 ¥7 T A =2 Y0 " %C
3 2
(11 62-dc# 0 (y #A)
De (1) tememos ( ver ejercicio 7) :
-1 ’
a,. 1 Va, = X" ay - yay), (3)

De (2), se puede cambiar y , X por X,y , por consiguiente obtenemos :

a Na, =y (ay -\ ap) (4)

nel ©
De(3) y (4) eliminando a,, 1 obtenemos el valor de ,a” como sigue’

; :/\n-l'yn-la . )\n»Z_ Vn-Z
n )\—-}’ 2 /\—-}’

Ayaj . (5)

Entonces tenemos :

[0, st JAj<T, jyl<l
Iim a_ = ~
77 -90< n "2'}’“i st /\:1’ l)/l < 1

I a 62-4620 ( y o= A ).

4yl T Aa, = Ala,- Aa ).
"
Utilizando el método empleadn en el ejercicio 11, se demuestra por induccion
que

PP

MY ag s ;1(.7\‘12.- a;) | (6) *

19




De (6) tenemos :

, 0 si  |A] <1
lim a, =

700 diverge si |} 3 1,
EJERCICIO 13,

Sea §cn} una sucesion que tiende a c, demostrar que :

. c
lim {14+ 7 = (€
771500 n
NOTA
= lim (14250 osuna fan cion continua .
700 n

Solucion .
=R

Por la continuidad de e* , dado ¢ >0 existe & tal que

lx<c | <8 implica [ e¥ - e | <2,

Sabemos que:

¢, - ¢ (nosw)

(1+C_-§)72 - e':'8 (rns00l) .
n

Existe N tal que n > N implica:

I,‘cn-ci < 8

(1 28)m L pemd) oy

n

s

Entonces, para todo n 2 N tenemos

0. € < (1+@)ﬂ (14 Su)? < (14 _‘-'_+i3)”< eC+0
2 n 7 n
0 sea
e ee < (14 Sp)? < o L ¢ (para todo ny N),
P

esio es ,

Iim (1 +_S)% = &€ .

-0 n -
20




§ 5. Extremo superior , extremo inferior

Sea § un conjunto de nimeros reales superiormente acotado . Pueden pre

sentarse los dos casos siguientes :

(1) § tiene un nimero maximo , por ejemplo :

§ =11,2,5,8} , el nimero méximoes 8 ,
s=y1,1, 2,3 ..,_2_, .. 1, el nimero miximo es 1.
2 3 4 n+ 1 ’

(2) § no contiene el nimero mdximo , por ejemplo :

§ = el conjunto de todos los racionales estrictamente menores que 1,

s = (/2% <2}.
. . . Lok L. . ..
Nétese que cualquier conjunto finito numérico tiene un numero Maximo ,por

lo tanto todo conjuato finito es de primer caso .

En el segundo caso sean : a; cualquier elementode S, b; una cota superi
or ** de . Vamos a construir una sucesién creciente { a, } de los elemen-
tos de S,y una sucesion decreciente {bn} de las cotas de § como sigue:
Observemos el puntomedio de a; y b; , (i) si todos los elementos de § son
menores que oiguala (a;+ b;)/2 entonces (a; +5;)/2 esuna cota de §
y lo llamemos b, (Fig. 6(i) ),y sea a, cualquier elemento de § mayor
que a; (éste siempre e’xistevya que @; no es el nimero mdximo de §.).

(i) Si algin nimero de S es mayor que (a;+ 45)/2 (Fig.6(i)) sea a;

A 23 } -

R ¥

aj+byq- . !
a1 az __l%_lr bZ h b1

(3) ® O

| ey
Y - o ‘ " o Yv
a; _a.f'_z-_bl a2 by= b]
(i) ;
FIG. 6

EETTEEEEER EEEERE LR S 21 ji
Un conjunio que tiene un niimero finito de elementos distintos se llama con-
junto . finito . .

** Up npdmero M tal que x < M paratodo x € § se llama una co-

ta superior de §. Existe una cota superior ya que S es acotado .

21



este nimero de § ,y b= b; . En ambos casos tenemos :

bz' 42\(—;—-(171'(11).

Ahora consideremos el punto medio de ay y by, (@) st (ay+ b5)/2 esuna

cotade § sea 4y = lay+b)/2 y az= cualquier elemento de § mayor
que ay (Fig. 7.(i)) . (i) Si (ap+5b,)/2 0o es wna cotade S, sea azun

nimero de S“mayor que (a34b6,0/2,y b3 =5, (Fig 7 (i) .

bs- ag l g
— ‘ ’
an d_g a§+b2 b
2 : b 2
3
()
b3- a3}
e
. } . ¢
a2 4yvb2 a3 b3=67
(i4) 2 .
FIG, 7
En ambos casos tenemos *
: -1 1
bg'as 67(62'512) \<7(bl-a1)' ) €

Asi sucesivamente se puede determinar una sucesidn creciente {a } de los

elementos de s, ¥ una sucesion decreciente {b } de las COTAS de 5.

Del teorema de Weierstrass (propiedad 14 ) existen los limites :

im a =ua

R0

, limbﬂ=b.

72300

Pero , por la construccién de las dos sucesiones tenemos :

0 < bn TS o1 (b'l' al)'
luego
lim b R a, = lim (b n) =0

700 72200 72200

22




na

r

os

o sea -
a = b.

Si x escualquier nimerode § entonces: :

x < by, ( para todo n)

luego
x L lim b = b,

700

estoes, b es unacota de .

Evidentemente 5 no pertenece a § puesto que S no tiene el nimero ma-

Ximo . M

En el primer caso, el nimero méximo del conjunto § se llama el extremo
superior de S, y en el segundo caso se dice que & es el extremo superior
de S si tiene la propiedad siguente
i) 4 esuna cotade S,

ii) existe una sucesién creciente de elementos de § que tiendea 5.

‘El extremo superior de s se nota como :
Sup § 6 Sup x
xe§ . |
. cxtremo superior de § puede caracterizarse también de la siguiente
manera : .
Consideremos el conjunto $* de todas las cotas de S, entonces Sup S

es el ndmero minimo del conjunto §* como se observa de la construccién del

numero b . ot
Sup s .
& s .)
. *~—e—> o XA IR IRV IIONHA AR ——
s )
FIG. 8

EJEMPLO 7. v
(1) A =4{1,-3,2,1,-10} , Sup A =2. ¥

-

(2) B =1{0,-1,-2,-3,-4,... ,on,eests SupB =0,

(3) Cz{ﬂ'l}_:zol_l_’_g_,-}—' .. },SupC=1
- 2’73

23.



ya que i) ."'1.\< 1 paratodon ,

n

,-3-,‘:... | tiende a 1.

4

ii) la sucesion |

o |
wIN

(4) D ={x/ x = racional, <2 <2}, Sup D ={2—
ya que i) si %2 < 2 entonces x <—[2_. luego V2 es una cotade D,
i) La sucesion { 1, L4, 141, L414, ...} tiende a 2. m

De manera analoga al extremo superior , siun conjunto § es inferiormen -
te acotado definimos el extremo inferior de § (que senota Inf S) como
sigue :

Si § tene el nimero minimo éstees Inf S, si S po tiene el minimo
entonces Inf S es el nimero tal que
i) Inf S es una cota inferior de S,
ii) existe una sucesidn decreciente de elementos de S que tiende a
Inf §. n

Utilizando el teorema de Weierstrass (propiedad 14) ya hemos demostra
do el siguiente resultado que es una de las propiedades mas importantes de

los nimeros real es :

PROPIEDAD 15

V . . . [ 4
Dado cualquier conjunto de nimeros superiormente (o inferiormente ) aco

tado EXISTE el extremo superior ( o inferior).

Si un conjunto S no es acotado superiormente entonces es conveniente
definir como sigue :
Sup S = 4 B
y si § no es acotado inferiormente se acostumbra definir :
- Inf S = -,
Con este convenio , la propiedad 15 tomard la siguiente forma :

PROPIEDAD 15’

Para cualquier conjunto de nimeros existen el extremo superior y el

extremo inferior .

24




g

w

De la definicién de extremo superior tenemos inmediatamente la siguien-

te propiedad .

PROPIEDAD 16.
Dado un conjunto de nimeros, S, Sup § es el nimero que satisface
las dos condiciones siguientes :
) x & Sup § para todo x & § .
i) Dado ¢ > 0 existe an x © S tal que

Sup § - e < x .

La condicién 1) garantiza que Szp S es una cotade S, mientras que
la condicién ii) implica que Sup § es el maximo nimero de § (si existe), 6

Sup S es el limite de una sucesién de los elementos de S,

Caso(1l) Sup S = x = el mdximo de §

R x=SupS €S
I IRINIIITTY;) p e
1777777t i ‘
—

Sup S—¢
Caso 2) Sup § ¢ s

SupS
—— e
|\_\E,._,

SupS..e '

FIG, 9 .

B ?
De la misma forma , el extremo inferior de un conjunto puede ser caracte

rizado como sigue : - .
s -

PROPIEDAD 16,
Dado un conjunto numérico S, Inf S satisface lag dos condiciones si-

guientes :
i) x » InfS paratodo x < S,
ii) Dado ¢ > 0 existe x €5 tal que x < Inf § + e.

25




cp = 173 si ¢ <23
\2/3 si C>/,2/3

1/4 s c< 2/4

§
\l 2/4 i 2/4g ¢ < 3/4
3/4 si 3/4gc

en general
1/n st c < 2/n

A 2/n  si 2/n & ¢ < 3/n
n-1 st n-ls c .
n n

io . . - . - .
Ast, {cn} es und subsucesion de la sucesion dada y tiende a c.

En el idltimo ejemplo existe un nimero infinito (no contable !) de subsuce

siones convergentes ! =

Entre varias subsucesiones convergentes de la sucesion acotada {2, } po
demos encontrar una que converge al limite mas grande como sigue :

Consideremos el conjunto S formado por los elementos de la sucesion

et s s ={al.

Se presentan los dos casgs siguientes :

. rd . ., :
(i) Sup S esel limite de algunas subsucesién . Fn este caso ya tenemos

una subsucesién convergente que tiende al limite mds grande .

EJEMPLO (I). Sup S =1 y 1 es el limite.de una subsucesion {1} =

F

$1,1,1, ... }. En este caso, Sup S perténecea S .
» 3
EJEMPLO (1V}). Sup S y 1 es el’limite de una subsucesion

{_;.. .% ,."ie. |, nOtese que Sup § no pertenece & S.

(ii) Sup § noes limite de las subsucesiones comg, el caso de los ejem-

plos () y (1D, (En (I, Sup S = 3/2 yen (U Sup S = 6/5). En
este caso, Sup § esigual a algin elemento de la sucesion {ani ,digamos
Sup § = ayy -
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Ahora cods_ideramos el conjunto S -'{ a1 V,st Supl s -\{ a9 11 esel
limite de alguna subsucesién el problema ya estd resuelto ( caso (1)), en
caso contrario Sup [ S - a1 }] esigual aalgin elemento de '{ a, b, di-
gamos - :

"Sup [~ taypll = ey,
Es evidente que a4, < a,;) .

Asi sucesivamente encontramos una sucesion decreciente

Caans @uzoeee s Gy s oo b
el limite de ésta debe ser el mds grande de los limites de todas las subsu-

cesiones convergentes .

EJEMPLO (11),
S =% . L ,n=1,23..1.
R n

an(l) = Sup s = 3/2.

4a(2) =5"P£5"§%”=-i-
5 7 !

4 = Swpls- 1= 412

- .13 5 7 9
() = Sup[S-{-E-’—Z’—E-}]—_—g—
elc. L4

Entonces
JERRS -2_>.—7->‘—9—>.... — I,
2 4 6 8 .

Dada una sucesion | a} el maximo limite de todas sus subsucesiones

se llama limite superior de la sucesidn y se nota:

. lim a, .

En algunos libos se usa la notacién para el limite supetior :
lim sup a, .,
los lectores deben evitar la confusién entre  Sup a, (queesel extremo su-

perior del CONJUNTO | a}l )y limsup a, ( que es el limite superior de la
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SUCESION {a} ).

Si la sucesion {4, tno es acotada superiormente existe una subsucesion

que diverge a +oo(propiedad 5) , se define entonces

lim dn = 400 .

Si la sucesion fa } diverge a- , no hay subsucesion convergente a un va
lor finito , entonces se define :

lim a = 0. ®
n

De manera andloga daremos la siguiente definicidn :

Dada una sucesion | a, 1, el minimo limi te de todas las subsucesiones se

llama limite inferiorde la sucesién y se nota:

lim a,
§7. Propiedad del limite superior y del limite inferior. ?
Dada una sucesion ‘ﬁ—‘ ,_j.__“ 2
ta,}, sea ' " 1% I %
Tra, = U # +o. U-e Use z
Tomemos un ¢ >0 cualr. Fig. 10 /

quiera , entonces existe 4 lo mas un nimero finito de elementos de {2, } ma-
yores que U + ¢ ,porque si existiera un nimero infinito de elementos de { dn}
mayores que U + ¢ ,podriamos encontrar una sub.sqcesién convergente a un li-
mite mayor que o igual a Us+e€, €sto contradice al hecho de que U es el
maximo limite de todas las subsucesiones .f También , como ¥ es el limite

de alguna subsucesién , digamos fap o existe K tal que

-

| @y - U | < ¢ para todo k »K

0 sea
%

U-¢ < a ara todo k> K. ~
€ n(k) p -

De donde , existe un ndmero 1nfinito de elementos mayores que U+ €. Estas

dos propiedades caracterizan el limite superior de la sucesidn como sigue:

29




PROPIEDAD 17
Sea U = Tim a,

-

entonces , dado ¢ > 0 tenemos
i) existe a lo mds un niimero finito de elementos de la sucesion {an§ man
yores que U 4 ¢ ,

ii) existe un ndmero infinito de elementos de {an§ mayores que U — €.

<

.1 L - .. ? 4 - L pe .
En vez de utilizar los términos ‘un ndmero finito de . ... ", "un nimero infinito

de....”  podemos expresar también como sigue :

PROPIEDAD 17
Sea U= lim a, ,

dado ¢ > 0 tenemos

i) Existe un ntimero. N tal que

a, < Use para todo n 2 N .

ii) Para cualquier m existe n > m tal que

U-e<an

I3

Nétese que la condicién i) garantiza que no existe el limite de una subsuce
sién mayor que U vy la condicién ii) confirma que U es , en realidad , el Ii-

[ 4
mite de una subsucesion .

De la misma forma , el limite inferior de una sucesién es caracterizado por

la siguiente propiedad : .

PROPIEDAD 18,
Sea L = lim a

~ldado ¢ > 0 tenemos
i) existe, alo mds , un ntimero finito de elementos de la sucesion {zzn}

menores que L - ¢ ,

7i) existe un ndmero infinito de elementos de {a} menores que L +e.

Esta caracterizacién es equivalente a

30




ito

1ce

L

—
PROPIEDAD 18’
Sea L = lim an’

dado ¢ > 0 tenemos.:

i) Existe un ntmero N tal que

a4, > L-¢ para todo n 3 N.

ii) Para cualquier m existe n >m tal que

a < L +e.

n
j (,——-tf\_—‘ ,—/fi———\
. - \ .
1 e T
% L-¢ L L ¢
FIG. 11,

EJEMPLO 8,

TS L SR DU B A S R, SO }

lgyt=t (0" Lyapo, 2,22 4
L

M . [ U U
prgva ' 2

4 -2 0 I 7/5 3
-177 7§ 3 U-¢ 16'427

’FI-G.IZ

U = Tim a =1, -

- 4
Si €=0,1 entonces solamente los 4 elementos 342, 5/4,.7/6,9/8 son
» 3
mayores que Jd+e=14+0.1, si e¢=0,01 entonces solamente los 49 ele-
mentos ¢ ¥ 2,5/4,7/6, .. ,97/96,99/98 son mayores que 1 4+ 0.01,

Asi se ve que existe un nimero finito de eementosmayores que 1 +¢ para
todo ¢ >0 dado. Obsérvese que hay un nttmero infinito de elementos mayo

res que 1. @ u

De las definiciones de limite superior y limite inferior , tenemos la sigui-
ente propiedad :
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PROPIEDAD 19

i) lim a, 2 lim a,

—

‘. ,—" - . - . M M
i) lim a, lim a, = finito siysolosi{a} esconvergente,
en este Caso :

lim a, = li a, = lim a,
71500 .

Demo stracion .
i) Evidente .

i7) Si §an§ es convergente, cualquier subsucesion converge a lim a, en -

>0
tonces lim a, = lim a, = lim a,
700 .
$i lim a, = lim a, = L, entonces dado ¢ > 0 existe N td que

a, <L+e ( paratodo n 3 N)

L-e <a (paratodo n 3 N),

0 sea P
la, - L| < e - paatodo n3N, -
eslto es , .
lim a, = L .
71300
e

PROPIED AD 20 (Condicién de Cauchy)
Una sucesion {a,t converge si ysolo si ,dado ¢>0 existe N tal

que

ian-ak] < € paratodo ‘7 y k& > N . (0

La condicion (1) se llama la condicion de Cauchy , y sabemos que es
_, ‘necesaria para que la sucesion sea convergente ( propiedad 7 ). Ahora
suponemos la condicién (1) y demostramos la convergencia de la sucesién.

Primero , se tiene :

| a

. AN | < € para todo n> N,

o seda
ay -€ <a, < ay +¢ (para todo n 3 N) .
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Esto es,; st W wmicino flagly oo plagl layl+ed

entonces
lg g M paratodo k=1, 2, 3, ... ,

es decir que la sucesion {an} es acotada . Por lo tanto tememos :
U =1Ilim a, #F 100, L = lim ani'-oo .

$i U# L tomemos ¢ = (U-L)/3 , delapropiedaddel limite superior y

del limite inferior existen n>N, k > N tdles que

an>U-e,L+e>a/z

o sea

’ a, - a S(U-¢)e(Ls+e)=U-L~2¢=¢,
esto contradice la condicién (1), por lo tanto se tiene que L =U. De la
propiedad 19 la sucesion {aﬂ} es convergente . A

En los siguientes ejergicios 14 - 23 daremos algunas propiedades impor-

rantes del limite superior y del limite inferior .

EJERCICIO 14,

Dada una sucesién {e,} , sea o

z

U = Inf [ Sup a 1s ) (1)
n k>n
entonces U satisface las dos condiciones siguientes :
i) Para cada ¢> 0 existe un nimero N tal que
a,< U + ¢ para todo n > N.

ii) Para cada ¢>0, cada m natural existe un niinsero naturdl n > m tal

ue
? aﬂ>U-e.' 4
O sea que v =T a,.
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NOTA En muchos libros se define el limite superior de{ 4,} con la relacion

(1.
Solucion .
Sea bn=Sup{an,an+1,an+2,... }=kS;'§J ak’
evidentemente (b} es decreciente y b,
im b, = Inf b, = U. b,
n-—ro0 n n r l]+€ -
Dado ¢> 0 existe N tal que € b
n
n 2N implica b, < U +e. U = lim B
n->0 n
Como bn = g‘:g a > a,
enfonces se tiene ™ FiG, 14
’ a, < U=+ e (paratodo n > N).
También »
U =lim b, § b, para todo m ,
750
o sea,
U\<Sup{am,am+1,am+2,... }o

Por lo tanto existe adlginn (n > m) td que

a, >U- ¢ (porla definicion de Sup. ).

EJERCICIO 15.

Dada una sucesion {a,} demostrar que

lim a_ = § Inf a, }
bm a, :P{k;ik

Demostracion similar al ejercicio 14,

EJERCICIO 16,

Demostrar
lim a, = - lzm(-aﬂ) v lim a = « lim (-

).
%

Sugerencia. Utilizar la relacion :
Sup {eapl=~Inf {a
kP feapd Ial {ad
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EJERCICIO 17 .
Demostrar que existe solamente un nimero U que satisface las dos con -

diciones enunciadas en.el ejercicio 14.

Solucion .
Jocuct

Si dos néimeros U y V satisfacen las dos condiciones del ejercicio 14,
entonces dado ¢ >0 cudlquiera para algin n suficientemente grande tenemos
V-e < g < U + ¢
S—— e
(ii) para V
(i) para U

o sed
VU,

puesto que € es cualquiera.

De lamisma manera’

luego

EJERCICIO 18,

Dadas dos sucesiones numéricas {a, b, {bn} demostrar :

A i) Si a,< b, entonces Tim a, < Tim b,, lima, £ lim b,

11) Tim (a +b) T—a +ltmb

iii) Tim ayb, < Tima, Tmb, (a, 30, b,20).

B) Enunciar y demostrar relaciones andlogas 3 ii) y iii) para limites

inferiores .

By 3

Solucion . r
A) i) a, £ b implica - Sup ay & Sup b

n N n .-p k?’? k k>ﬂ k s
inego

Inf (Sup a,) & Inf (Sup by)
nf (Jup ap) Il CRR PR,

ii) Sean  y =Tm a, , V = Em b,

entonces dado ¢ > 0 existe N tal que
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4, <Uw+e, b <Vie para todo n » N,

lyego

a4, + b, <U +V 4+ 2

entonces —_—
lim (dn+bn)<U +V + 2¢.
Como ¢ es cualquiera se debe temer:
Tim (a, + b)S U+V =Tima +Timb,.

tii) Demostracion similar a ii) .

Nétese que las condiciones 4,20, b >0 sonindispensables para la

desigualdad iii). Por ejemplo :

a,={1i,-2,1,-2,... Vo limoa, = I,
b =141,-2,1,-2,.... Vo, Tim b =1,

n n

a;b, ={4,4,1,4, ... Vo, Iim (a,b ) =4,

Tim (anbn) > manl—zﬁbn.
B)

lim(ay+ b)) 3 lima & lin'b,

lim(ayb ) 3 lima, limb, (a 30,5 >0).

EJERCICIO 19.
Sean {a,l, {6,} dos sucesiones tales que
a4, = b, para fodo n > N ( para algiin N )
demostrar que

”n n ”n — n

lima =Tm b, , lima = lim b

¥

Nétese que los limites superior e inferior de una sucesién son independientes

de un nimero finito de elementos de la sucesién .
Solucion -
=0tucion

Sean c. = Sup a, , d = Sup b
n k>5 /3 n kkéj k
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entonces €, = dn si n>N. Como {cn}, {a’n§son decrecientes enton=

ces

I:fcn\< c, = 4, para todo n > N, -

luego
Inf ¢, & Inf d,
n n

De la misma forma tenemos

n

Inf 4, < Inf ¢
n n

por lo tanto :

Tm a, = Inf c, = Inf d = lim b .

EJERCICIO 20,

Sea {a,} una sucesion de términos no negativos, demostrar que :

0 Tim {an}k = {Tim aﬂ}k (k>0 ,k esuna constante.)
i) lim {aff ={lin a ¥ (B >0,k es una constante.)
Solucion .

i) 8i lim @, = +oo entonces {a

) no es acotada superiormente , luego

{af | no es acotada superiormente , por lo tanto

7;‘;”‘ [dn]k = 4o
y tenemos laigualdad i) en el sentido de +o0= +‘oo . Por lo tanto supone-

mos que Tim a, = L# +o. Dado ¢ (1>¢>0) existe N tal que

B »
a, < L +¢ para todo, n 2 N,
entonces - )
(a )k <(Lye® g L*+ k(L4 DRl e # Nota (1)

Por otra parte , existe una subsucesion {ay,)} tal que
k]
L-e< agy, ( para n suficientemenie grande ),

enlonces

lag ) >L. oF pLE.pLET : (2)

.
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De (1) y(2) se ve que
Tim (an)le = Lk,

* Ok & xR B K ¥ x Xk kx ok k B K % ¥

k

Nota # Sea f(x) = L™ 4+ k(L + I)k'lx-(L + x)’e

entonces

[0 =0, o=kl + DEL (L 4 0%L 30 si x<1,

por lo tanto se tiene :
f(x) >0 si x< 1,
o sea
LR L k(L + DEL, > (L + k. .
EJERCICIO 21,

.- Ao, . P _
Sea {an} una sucesion de teérminos no negativos, si lim a, = L #0,

L# t ,demostrar que :
Tm la)V = 1

Solucion .

*
Dado ¢ > 0 "%%% oxiste N td que

a, < L +¢  paratodo 2z N,

luego I
. (dn)l/n<.(L+€)/n' Ps
Entonces
Tim (a,,)*/” < Tim (L v = lim ('LHH/" = 1, (1)
700
Por otra parte, existe una subsucesion {as(n) } tal que
L-e <ay, (si n es suficientemente grande ) ,
iuego )
Vn Un
.fas(n]_ > (L « ¢) .
Entonces
Tim WY ST ta, Y% 5 Tm (LY = 5im (L-0¥7 = 4,
n z s(n) z Poroc ) (2)

De (1) y (2) se tiene:
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R

1/72

ﬁ(an) = 1,

NOTA * Escoger ¢ menor que L, ®
NULO

EJERCICIO 22,

; . — T n— v a
lim %nsl < lim ¥ a, < lim K/ a,  lim _pil
- 7 a .
n n

Sea {a,} una sucesion de términos positivos, demostrar :

Solucidn .
Solucion

Sea U = lim %sx1 , dado ¢ >0 existe N tal que
a

ke
< U e paratodo k > N,
%
o sea-
a1 <(Ux+e)a paratodo k> N.

En la desigualdad anterior reempl azando k = N, N+1,... ,(n-1) sucesi-

vamenle lenemos !
any,.; < (U +d ay

an,2 < (U +¢) ay. |

. v e e e

»

a, QU +¢e)a,_,

n ’

luego tenemos :

a, < (U +€)n'N ay -,

» !

Sacando n-ésima raiz de la designaldad anterior tenemos :

N >
Ua < (Ul yag. )
por lo tanto :

-

— —_ z I
lim Ya, < lim(U +e) g—’f/ ay
s ,l-ﬁ e .
Llim (U +e)°7 im (7/aN d

= lim (U +€)1.%L lim @aN = (U +¢)

n->0 n-so

Como ¢ es cudlquiera se tiene que
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— —_—a
lim {a, < U = lim _nxl
a

De lamisma manera se liene

lim il_tig lim %/ a, -
— =
n

EJERCICIO 23,

Dada una sucesion | a”§ , sea -

a1+a2+..... +dn

o =

demo strar

lim a, < lim o

—_— N

Solucion .

Sea U = Ti—rn_aﬂ , dado ¢ >0 existe N tal que
ap <U +¢ paratodo k 3 N.

Si n » N tenemos :

B a1+a2+...+an a1+...+ﬂN !ZN+1+--- +dn
a - = +
n n n

dy+vee vay . (n-N)(U 16
n ' n

<

Pero como :

A et AN (n-N)(U'se) _py

lim =0., lm
-0 n 700 n
enlonces
i — dy 4+ 200 + 4 J— . I .
. lim g, < lim | 4 Nl«v-lim_(f__b_“_“‘_‘.e.z:,U-;—e.
n n

Como ¢ es cudlquiera se tiene que

lim o, < U = lim a,
De manera similar se demuestrala desigualdad

3 ) /1
lim a, < lim g,
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EJERCICIO 24, ®
Sean . )
lim An = A, lim Bn = B

72 00 n->00

demostrar !
aemosirar

lim L{AB + A _Bys.... +AB, 1=AB.

N 1
Demostracion .
Demostracion

Las sucesiones {An} , {Bn} son acotadas , sear a, b (>0) tales que
lAj<a . [B,Igb.

Dado ¢ >0 existe N tal que para todo n2 N, tenemos :

(o]
A Al <—f |, IB. -B| <—0=Fft__
| n ' 3(a+b) | n | 3(asb) .

También , existe N tal que

2N _ab
0 < &3,
N + ZNO

Si 4,7 > No tenemos

4B, AB | < | A;B;~ A;B |+| A;B- 4B |

>

a__% + b_E = ¢/3 .
Havrb) 3(a+b)
Sin 2N+ 2No tenemos
neN ) -
° A . . - - 2N ) AB
| =N+ nej+1 B; (n o) I .
<2n'N° | A~ . /B, = AB | L £ (- 2N_) v
= j=No+1 nj+1 7] TN o
Luego ¢ . - -
n
| 2,-=1 A 1B; = (n- 2N)AB |
N neN Ed ,
<X ° [A . B.|+|2 o A . B.—(n-ZM)AB[
NS j+ 1 il “nej+ 1] o
j=1 ney ] i _No+1 ] .
s a8
+ ]"_‘ﬂ'No""l nej+l1 Zj
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€
<2Noab+—3—(n-2Na) ,

entonces

. L
| Ls" 4. B -222N;ap| ¢ 2ok, n- 2R
n j=1 "I+t n > n n
2
<L, £ =2€
3733
Pero como }.Z_IiQABl < 2Ny ab < /3, entonces tenemos
n n
1 " 2 €
— A . B. -AB < — —_— €
= 2 Aneird Bj A D T

EJERCICIO 25.

Hdlar Yi;an , lim a, Sup{a”} » Inf {an} .

n
: L (D%, 4 1 .. _ (-1 = (- D%/,
i) a = ) a = 14 , . (- D%/n
n T 1 2n n -1
ii) a, = D" " si mes par , a, = Vn sion es impar.
iv) an‘—‘(-l)n{l +....2_} v) a, = -0"n
n .
vi) a, = | -Y7 si nes par, vii) a, = nsen ”3”
Vr-Yn- 1 si n esimpar.
. (-1)% p
viii) a, = cosnT”- ix) L, -1—;—;—
| i
0 a =sen(._'%7.+..i_) xi) a, = cos[—ri—;z --—n—-]
xif) a = [14+n ]1/” xiii) a, = ‘?‘-[ﬂ
§1 1= laparte enterade ...}
xiv)

a = (_I)n/z 1

+5 si n es par,
2(0° L sinoes impar
- .
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Respuesta

) Timoa, =1, lim a =-1, Suplaj}=32 , Infla}=-1.
i) Tma, = 1, lim a, =0, Supla}=32 , Infla}=-1.
iii) Tima = voo, lima, = 1, Sup {a,} =+ Infla}=1.

i) Tima,=1,tim a, = -1, Supla} =2, Infla} =-3.
v) _li—m-an—“-+oo._ﬁr£ a,=- o , Sup {an}=+°°.1ﬂf{aﬂ}='°°
vi) _l?r_n_an=0,iizzan=-oo,5up fa,= 1, Infla} =- = .

vii)  lim a, = +oc>,_li@an = eo0 , Sup {an}=+oo,lnf{an}=. o0

viii)  Tim a, =1,

§.
&
i

=.1, Sup {a}= 1, Infla,}=-1.

ix) lim a,=1, kima,=-1, Supfa}=1, Infla}=-1.
X lma, =1, lima, =-1, Sup la} = 1rnfla}=-1.

xi) Tima,=1,lima, =-1, Sup{an}:”—‘ 1, Infia,} = 221,

xii) mdn =li7!lan. =1 . Sup {an§=211n/{an}= 1.

xiii) Tim a, = 23, lim a, =0 , Sup la,} = 23 ;Infla} = 0.

xiv) Tima, =2, im a, =-2, Sup faj=2, Inf?‘gan} =.7/3

x0) Tim a, =Y3, lima,=-V3 , Supla,}= 3, Inf {a} =m(?,.611
- =
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§ 8. EJERCICIOS ADICIONALES ( Sucesiones)

Hallar man , Lim a, si

1
- - a =
a; = 0, 22, ”721'—1- r 82,1 3 + 4,

Su gerencia

Por induccion demostrar que :

ay, =é—+—8—+ +—;1- (n22)
a2n+1=‘;.+17+ - +i2n (”21)-
luegé
lim a, =1, lim a, =V2,.

EJERCICIO 27,

i) Dado c,+I< ¢ <1 demostrar que existe una subsucesiondelasucesion

{ sen log n } que converge a c.
ii) Demostrar:
Tim ( sen logn) =1, lim(senlogn)=-1.
Solucion .

Sea b = senfl ¢ , si nlk) eslaparte entera de o2kt

(
|
|
|
|
4
{
ETERCICIO 26
\
|
l
i
|

entonces '
n(k) & 2Rmb ) 4 1.
Por lo tanto tenemos - log x
ik ‘ v 1log (n(k)+1
|logle } log n(k) | 2k b -
fogn(k)

] K logln(k) + 1} - logn(k) = log n(k) + 1
|

n(k) .
Como log 2k) 410 ( oo entonces
. nlk)
2k 4 b) - logn(k)| — 0 (koo , 0 13 e%m»(:)%
por lo tanto FIG, 15
sen (2km + b) = sen {logn(k)} » 0 (koo ), %{
0 sea

sen log nlk) - sen b (ko ),



;i) Tomanwo ¢ =1,6 c=-1 tenemos
Tim ( senlogn) =1 , lim(senlogn)=-1.
EJERCICIO 28,
Sean {ani, {cn} dos sucesiones convergentes tales que
a, =c a._;

demostrar que
| lime, | < 1.

n-oocc
Solucion .
Joruceon
§i lim a, # 0 entonces lim c, =1 , por lo tanto se tiene lare-
n-ooo n-00

lacion deseada.

Supongamos gue lim a =0,

71-»00
Si lim |c,| =c > 1 , entonces dado 8 (1< 14+48<c) existeN td
n-00
que
n > N implica e, > 148,
0 sea
la,| >(1+8) {ap 4] -
Entonces
laN+p|> (1+8)plaNl s
esto es ’

lim |a, | = lim [aN+p[= +oo  (imposible !).
Poo

72500

Por lo tanto se Kene que o

c,=lim|cn|$1.

172300 S A

EJERCICIO 29°®

Demostrar que *

i) Dado a existen dos sucesiones de nimeros naturdes , {ng}, opt v
K]

M

una sucesion {ek} tales que

n =ap, + € ) lim ¢ =0, sl
k k k b K
ii) Dados a y b con a iracional existen dos sucesiones de nimeros
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Solucion .

i R R AR

naturales {”k}’ {0y} y una sucesion {sk} tales que

np = app rep + b, éif;zoek = 0,

iii) lim(senn) =1 ,lim(cosn) =1, lim (senn) =.1,
dim (cosn)=-1,

NOTA Mis generalmente , lus conjuntos { sen nfn=123
teosn n=1,2,3,.,, }sondensosen (-1, 1].

L

(i) Demostracidn por induccion .

s‘ . -
ea np=tpatve (n, b, son naturales) . (1

Dividiendo a por €, se tiene :
¢ G mpr gy
donde my es patural y

|‘E+1/ gl < V2,
Multiplicando (1) por my *

mymp =Py mpa ey my
=pkmka+(a- 62_*_1)

=(pkmki J)GTF'GZ_*_I.
Sean . ) )
PRel TPEMp s Pp pSlpmp k1. g ) =T €
entonces
”k+1 =pk+1a+6k+1 donde ‘€k+1/€k‘<1/2,
Observacign
N ——————————

Si ¢ =0 paraalgin k entonces np = ppa,o sea a= ny/ by (racio-

nal). Porlo tanto, si a es irracional entonces las dos sucesiones {nkio

{op} son infinitas .
ii) Sean hﬁ:f?k} {Eki las sucesiones construidas en (i). Sea

qp =[b/ek] (L )= la parte entera de ..., )
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entonces

b = fk qk + /\k donde lAki < ‘le

Por consiguiente

ng 4y TR G A+ G TPy G Ath- N
donde myq, , ppq, sonnaturales y N -0 (k >o),
(if]) Sean a= 2 n .b=sen'l"y (-1 gy K1)

enlonces
sen ("k ‘Ik) = sen {erpk qp + sen” Iy- )\k }

—_ sen(sen'ly) =y
EJERCICIO 30 ®

(k -)00)0

Demostrar que existe una sucesion {x } tal que

lim cos (xn)z =1, lim cos (xn+1)2
7700

= o1
00

Solucion .
S0:4cron

Del ejercicio 29 , dado A >0 existen los nimeros naturales 1, P tales
que

n=piy;§§+{2”1;§ér-§+e' donde |e'}| < A,
luego ;. -
2(y2nn) =27p 4+ (m=1) +2 427 ¢ .
Por lo tanto : -
o !
{\/5_1?n+1}2 =21m2+2‘v2n_n+1 !
= 21rn2+ 2np+ w4+ fhvl’rr ¢ !
=27r.(n2+dp)+ﬂ+2 27 ¢’ -
de donde tenemos
k-3
cos{ VZan+ 1}% =-cos (292me’) — -1 (A-0).
También :

cos (Y2 nn)z =1,
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EJERCICIO 31,

Sugerencia
Pk Rt

Sea {xn} una sucesion tal que {x, - "n-li es convergente, demostra
lim *n = lim fx -
n—;ooT ﬂ-wdg’n n-I}‘
Aplicar el ejercicio 23 :

X
n

n n .

” )+ (x3ex7) +.,., +(xn-xn_})=
n .

Dejamos la demostracién directa ol lector.
Ejemplo .
lim 287 = hn {logn-log(n-1) }= lim log__ =0,

700 n 7300 1500 nel

EJERCICIO 32,

Sean {x}, {y,} dos sucesiones convergentes , demosirar:

. 1 . ,
lim —[x + X Foeee + X 1= lim x lim vy
n = 1Y1 2Y2 n Yn n 7 n

Sugerencia.
et hdbdicded

Aplicar el ejercicio 23 alasucesion {x,y, }.
EJERCICIO 33,

Sean {xn} {yn} dos sucesiones tales que )

lim x, =0, lim ¥, =0 . {yn} es estrictamente decreciente
711500 72500

Si _{(xn “ %, 7 /(yn * Y1)} converge, demostrar que .

im *n = lim *n" *nyl
700 yn 72900 yﬂ - yn+1 .

Solucion .

Dado ¢ > 0 existe N tal que
b R P
Y Yr 1

yn:-“‘ 0 para todo n, ya que {y”} es estrictamente decreciente y’%

k> N implica

-1l < €,

NOTA *
lim =0,
700 yn
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o,

Voo, Dol 0peyp ) | < elypoyp )

donde . ' :
= tim (e, ) 0t ) s

7250

Entonces 3 ‘
Hyg - e ) = €O =y, < xp=xp 1< yp-yp ) +elypeyp, P o (1)

Sumando esta desigualdad con respecto a k de n a m (m>n 3 N)se tie

ne :
L Yma = €O = Y0 <%p = %y 1 < Uy =y 1)+l = vy, )

Tomando limite cuando m oo ( ndtese que lim x, = limy =0):
m-»00 m-oe m

L = €y S5 S hyy + €y,

Dividiendo por y, (y, >0 yaque ly,} es estrictamente decreciente y

tiende a cero )

1o egln & b+e
,y”
0 sea
j:_z_-l‘\<e ( paratodo n > N).
Yn
EJERCICIO 34, J
Sea {yn} creciente y divergente @ +oo. Si {x"} es una sucesion ta que
{(x, - xn_'_])/(yn “¥p.1) | converge , demostrar que ~
. o
X, X, * X '
lim =2 = lim ——”—_———"—"’—1- .
tisoo In nooo Yn " Ynils, b
Sugerencia. .

-

Similar al ejercicio 32.,

EJERCICIO 35,

syt

Sea a, = n*/n! , demostrar
. a A n
1) lim a""'l = e i) HBm— "y, = e.
nsoo “p nso (n!)
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Solucion ,
i) Inmediato .

i) Aplicando el ejercicio 23 tenemos:

W:@ =<7/':z!

Observacion .

La demostracién de ii) sin utilizar el ejercicio 23 no es tan facil.

Sea b :W:n:n.’zq 123,.. n
7 n n” nBR.e. R
entonces
-1 1 2 n
log b = {log—2 + log=—+ .... + log 2}
o n n n n
1 1 #
n
=1s log.ﬁ - [ log xdx =(xlogx-x)| =1,
n k:l . n [e} (e}
{(n->o0)
Entonces
n__ o clogb, o,
Rinl! (n o)
# Nota -
xlogx] = lim xlogx =0.
x=0 X0+
EJERCICIO 36,
Sea {aﬂ} una sucesion td que
1 2 2
!-an‘ <2 %s2" %t ‘ \<? il © % .
Demostrar que {a,} es convergente.
Solucion .
1
‘an+2' L | S'S"" |an+l' an[ | 4,1 *+ 4, |
<o iay, - a, ey, )+ 1a,t § = lay -2, (D
~ _8—. ‘ n+1 dn ‘ n+] * n ~ 2 ﬂ+1 n

En la desi gualdad anterior, reemplazando n =1, 2, 3, .... sucesivamente
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|a3- a5] < %t“z' a;l

lag - a3] g —la3-
]an+2- an+1l s';— lan+1' an‘I '
Multiplicando miembro a miembro estas n Jesigualdades *
14,2 = 4.4 6—;,; lag - agl (2)
Entonces *

[an+p - an‘ = ‘.an_‘_p‘ an+p_1+ an+p_1' an+P¢2 4+ o0 e + 117“_2 -dn+__{‘
i 1 1
< 2714.-17-2 * 2n+p-3 Foeees 7]‘“2-“1\

1 1, 1
< g Uiz v Nagmag| =Ly ia-a ?,

porlo tanto , la sucesion {a } satisface la condiciin de Cauchy (propiedad

20 ), o sea que {an} es convergente ,

NOTA # 5 ; '
T4 = == ; = ——=——— =2 ( serie geoméiricd
2 2%, 1. (1/2) g

EJERCICIO 37.

Sean ’

-

= 1 ‘ =
ap>by >0, e == a1+ by)s by =V by

4

14
demostrar que las dos sucesiones {an} {bn} convergen al mismo limite .

Soluci on .

— 2
g -h = an_1+ bn-l-z aﬂ’lbn'lz (\/drgl ’V n-l)
n” n 2 S 2

_(ay gk, ) NE Vo)
2+ Ybm1)
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luego @

la, « b g._;.;[a 17 b, 1l (paratodo n) .

ul -

Reemplazando n = 2,3,3,...,n y multiplicando las n- 1 desigualdades
obtenidas miembro a mi embro , tenemos :
1
ta, - b1 < g | a; - &4l (1)
Sea a4 = bk r e
de (1) tenemos :
ey | < c/ 2k (2)

donde ¢ =2laj-b]. -

De la igualdad a = ';"(“k-l + by y) tememos :

2ap Tap g v gt gy
o _
ak'ak.l "‘fk.i/zn
Entonces :

:dn+p... ﬂn{—_- l(an+p' an+p.1) + (an+P'1- ¢n+p__2) oo e

. !
c+la, ) -a)|

1
£ ‘2"{‘{€,Z+p_1!+\sn+p_zl+.... +1e, 11
1 I 1
C ———
&‘2_{ 22+p.1+ ?z+p.2 + e o e+ :?Z }
c 1 1 . c
Sl vl v b5

Porlo tanto, la sucesidn {a,} satisface la condicién de Cauchy (propie-

dad 20), o sea que existe el limite:

lim a, =1,
7200 n
De (1):
lim b, = lim (b_« a) lim a, = 0 s+ [ =1,
nsco 7 700 n n +ﬂ—)oo n ®

52




EJERCICIO 38.

Sean
_a+b
a, = >

(a >0, > 0),

_ _ 1 . _
. bl—w’ab, a, —7(an-1+bn-1)‘ b, = a b,

1

demostrar que las dos sucesiones {aﬂ 1 {bn} convergen al mismo limite

y que
) sia<b, a=bcos 0 entonces I = b{_s_eg__ﬁ_
i) Si a > b, a=bcosh  entonces =15 _s_eanlz_e_»

Solucion .

i) Suponemos que a < b , a=b cos 6 , entonces

_a+ b bl cos ) - b(2c0529/2)= b cosz(G/Z)
2 2 2

a

by = e =Vb2 cosX0/2) = bcos(8/2).

Por lo tanto -
aj =bjcos (8/2).

Por induccion se puede demosirar !
a, = b, cos 0/2%) .

*
Entonces R 0

‘—-)._

n+

, g A
- =12 27 s} e
bn+1 = ‘1/“124,-1 I;'z = b" cos 2"+1 bn cos | 2”'.*'”

s ’
Por lo tanto obtenemo s la siguiente igudldad:

4. a2
cOs 2" .

23'.0-

b, = b cos‘-%— cos—e?- cos

H

Por otra parie
u

Sen 6 = 2 sen—ez- cos %-= 21 25en—627'cos-302—] cos

= 2" sen% cos—gn—-&os-g;;j.... cos —

?

1 _ 1 2
a 1=7(an+ bn)——z-bn(1+coszn b, cos 7+l

a

(1)

(2)

(3)



de (3) tenemos :

b = b sen O (b sen 0)(0/2") b- sen @ ( )
. = 6 = - - ————— 7 5> o0 .
b4 sen(—?l—) 0 -sen (0/2%) 0
De (1): '
, . , g b-sen O
1 a =] b 1 — WL O L
R R XS e

ii) Demo stracion similar a i) n
EJERCICIO 39,

Sean {an} {bn} dos sucesiones tdles que

I g
Gyl =?(an+bn)' Gpilbp,l 8,6, (a3>0,56;>0),
demostrar que las dos sucesiones son monGtonas y convergen dl limite Ya b .
Solucion .

) tlnb 2a b

o = n “n
27+ i
a. a + bn ,

_(a - b)?
a

2a b
_ 1 n = > 0,
ny d bn+1 T (an + bn)' a, + Bn 2(an+bn5 -

luego

a, > b paratodo n > 2.

Pero,

_ 1 _ 1
il an_"E(“n"'bn)"an_'z_(lfn'an)éo '

porlo tanto la sucesion {an} es decreciente « También:

b - b = zan bn - b = M S O
D — Pl
743 n a, + bn n a, + bn
de donde la sucesion fbn} es creciente .
Si L =1lim a_ entonces !
naoo 7
lim b = lim {24 -a}l=2L.-L =1L,
nae P n-300 nyd r
De la condicion Ly bm {= a, b, sefiene por induccion que
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a, b, =a;b), (paratodo n)
luego :

lim a b =lim a limb = LL =ajb;

n-o0 7300 n->00
o sea’ P,
L :Val bl .

EJERCICIO 40 .
Sea {ani tal que

- %2 %2-1

- - _ 1
a1—2,a2—8,42n+1_._.(a7 +42n_1) ,42+2 =
2n4 1

2

demostrar que {a | convergea 4.
n .
Solucion .

Evidentemente a, > 0 paratodo k. Ademds:

2 dzn azn.l

22 1= %24 2 =L(ay, + ag.) -
+ + 2 azﬂ + a7-1

2
(a, < a )
bl 5,
2(&12"4-4272.1)
luego *
- 1
azn_l - 42n+1.'— azn_l '—E(az’ + dZn-l)

= -;- (a1 - az,) >0.

Esto es, la subsucesion {a,,_ 1} es decreciente , entonces existe el 1i-
mite :

lim .1 = 1 "y
-0 I3 :

Delarelacion @2,,1 = {a,, +42n_1}/2 se tene:

nli:”a ay, = nl_z: { 242n+1 - azn_l.} =;21-=l =1.
Pero : %

32042 %2 ] = @2 @251 ceee = dy “3="2“1’
luego .

. . . 2
lim a a =lim a lim a =l"=a,a;= 16,
n 2n4+2 %2p41 n 242 2141 24]
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0 sea

Observaci én

El ejercicio 40 es un caso partlcular del ejercicio 39 tomands las dos sup
sucesiones {ap, 1}, {ay} en lugar de { a,} . {8,
EJERCICIO 41.

Sea {an} una sucesion tal que

an+1_=-]/:€+an ) k>0, 41>Oo

demostrar que {a,} es mondtonay converge alaraiz positiva de la ecuacicn

x2 =x 4+ k.,
Solucion .

9.1~ a, =YEk+ a, - Yk + a, |

- %4 * %l

JI?-;— L, YR+ 2,

Si a, 2 d; se kHene que a1 2 4, para todo n, o sea que {an} es cre

ciente. Si ap a; se fiene que a

1S @, paratodon, o Sfeaque {a,}es

decreciente

Si {an} es creciente, entonces
“nel c 4 =Yk +a, - a 0,

0O seaqa 2
(an)~ ~a -k L0,

Esw es,

—_—
0\<an\<i_+_l§1_+_fi

?

por lo tanto {a,} es superiormente acotada.

»

Fn ambas casos {a,} esmondtonay acotada, luego existe el limite :

I = lim a
n00 “

Pero como (“n+1)2 - a -k

» =0 entonces

Bim fa, )% e q sk} =12 .0 L =0

7 ’




de donde 1 es laraiz positiva de la ecuacion 2 =x + k.,

EJERCICIO 42,

Sea
_ k&
an+1— (k>0,41>o)a

14 a,

demostrar que la sucesion {a } converge a la raiz positiva de la ecuacion

x2+x'=k.

Solucion .
Bk o HRlag-a4)

1+a” 14 a,.1 (1+ an)(l-q-an_l)

(afl'l - aﬂ)'

Pero

dn - k/(l-}- an_l) - k < kb
1+an Is k 1+k+an.1 1 +%&,
1"+ an_l

luego *
! k
lan+1 - an‘ \< 1+ & laﬂ ® aﬂ‘l‘ (pa'd todo ﬂ)'.

Por lo tanto ( ver el ejercicio 35) ¢

. *t kB m-l . _ - 1 1
laﬂ-}-l dn‘sv[m] ]ﬂz 41! —-Céﬂ _ ()

donde c = |ay - ayl, e =k/(1 4k < 1,

. !

De (1) tenemos:

larrz-¢-p - a,l=| Gnip * Omap-1t am+p;} S Cpape2 Teer +a,.1° 4|

L ¢ {Ern+p-?+€m-g-p-3+“. +Z”‘1¥

- ' me 1
e frvere? .. 12 S
, lee,
esto es, la sucesion {a } satisfacela condicion de Cauchy ya que
lim &1 =0,

n-=00
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luego existe el limite :

I = lim a
7300 .

De la relacion a,.1= B/(14 an) se tiene como limite :

1 =_*
I+
0 sea 2
I“ +1-k=0, (2)

La ecuacion (2) tiene una raiz positiva y una raiz negativa, pero como a,>0
bara todo n entonces 1 > 0, o sea que 1 esla raiz positiva de la ecuacion - §
2 =
x4+ x=k,
EJERCICIO 43.

Sea ian} una sucesion ta que

- &k
Ol = — - 1 (>0,a; <0 )

n

- s , - 2
demostrar que | a,} converge ala raiznegativa de la ecuacion x° + x =k
Solucion .

.

Evidentemente a_ < -1 paratodo n > 2.

n z
7Z+1 - an :'_k_ _._k_» - k(dn.) - an)
a” % 1 an an-l )
pero
k
0 < k =[.@_ T 1la k. r3
a,a., L' n-1 k-a_; E + 1,
entonces *
{am.l’ a,| < | a, -a,;| ( para todo n )

kR + 1 n

Por un procedimiento idéntico al utili zado en el efercicio 42 se tiene que
existe el limite :

I = lim a,

n-00 '

Yy que | eslqgraiz negativa de la ecuacion x2 +x=k.®
EJERCICIO 44,

‘Sea {anf td que
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__ 3 _ 3
al—--—z—, 3“714-1_2*(“;1) -

demostrar que {a } tiende a 1. Modificar el valor de a| para que el limite

de la sucesion seaigual a - 2,

Solucion .
Jorucizr

|
1}

( a . - S12+ (a7 (20 800}

(2, 4 ) {(a)? va a_;+(a. )7},

Pero, como

(an)z +a, a. )+ (zz_I)Z

i {an * —;' an-lzz +'§‘ (an-1)2> 0

entonces {aﬂ} es mondtona. Ademas

ay = 2q2.33 ) - 503
3 4 2,
entonces {an} es creciente, Delarelacion 3 a, | = 24 (an)3 se verifica

por induccion que a,< 1 paratodo n, entonces existe el limite

lim a = L.
7200
De 3an+1 =24 (an)j , tomando limite cuando n -0 se tiene :

3L '—’02'+L3

’

(L- D2 2 =0

0 sea

Pero como L > a

~ 3 . -
> a,>aq = , se tene q.qu =1,

(#) ay - a; =_1_(2+af)-a1 :;_?_{a?-3a1+'2§

3 s 3

-&_...31_(’;11- 122 (a,,+2). -
Entonces, si ay > -2 lasucesion {a,} es creciente: y si a; <-2 lasu-

cesion es decreciente, esto es, si ay > -2 el limite de {an} ( si existe) de-
be ser mayor que -2,y si a;<-2 el limi te de {a”} ( si existe ) es menor
que -2, $i a; =-2 setiene que a, = .2 paratodo n , entonces /;

lim a, =.2,
7700 )
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NOTA
Si 2<a; & 1 setiene lima =1,
n-oa
Si a;<-2,46 a4y > 1 lasucesior es divergente porque el limite de

la sucesidn , si

EJERCICIO 45

Sea {an}

demostrar que |

Solucion .

Si a, >\/3 se

a

existe, debe ser 1 d -2,

]
tal que
3(1+d)
Yyl T 3> - » @y =3
+ 4,

al tiende a V3.

Hene !

6 =3.+3ﬁ;}r3"

> 3. —6
n+l 3.7 3443

entonces, por induccion tenemos -

También :

an*l .

bor consiguiente la sucesion | a,} esdecreciente y acotada

el limite :

De (1) se tieneinmediatam ente que

0 seq

yaque L

EJERCICIO 46,

Sean !a”}, {bn} tales que

60

a, > V3 para todo n.
2 :
-(a® - 3)
- a = —I_____ <0, (1)
n ﬂn+3

, entonces existe

lim a = L,
71 >0 n

L?2-3 =9

L =v3

0.‘




- “n+ld _ - —
an b N bn+2 —bn + bn+1 » bl-bz =}
n
ballar el limite lim a,
n-0 .
Solucion .
De bn+2 = bn+1 + bn se . Hene ¢

RRES L

(6, -1+V5, a2
2 2 ne ] 1+435 ba

n+
Como | Z | < 1 se nnene que ( ver ejercicio 7 ):
1445
im (b, - 12¥5 44 Lo, -
71-v00 n4 2 n
O sea *

Iim b {a - 1;\/5¥

72500

=0 . (1)
Por otraparte -
b, =b,y+b,.2 > b, (notese que b 5> 0)

luego :

bnzbn"i?"" 2b2= 1'

lim a = 1+\/?.

n->00 2 ]

EJERCICIO 47 . i
Sea {a,| tal que
"

aﬂ+1 =k an+lan.1 (éé‘nl>o)0

Demostrar que {a, / \*} converge dl Limi te (ay-a;p)/MA~p). donde

% A es la raiz positiva , p esla raiznegativa de la ecuacion X% kx-1=0.
g; ;
§ Solucidn . - ¥
En el ejercicio 12, formula(5), tomando b = -k, c = -1 tenemos:
a, =£;_:_;En-_1. ay - L\ZXZ__:_#E::.Z/\pal . (1)
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Porlo tanto @

RS I PV S B VY (70 ikl (2)
E YOS I MA—p) 1
Pero como :

n (k-w/k2+4l' '{1:2+4l-k<1
PN T R e Sy
entonces (u/X)" 5 0 (n-o), porlo tanto
an az ’Lal _ az' a]#
—— ——] - =
NV (o) MA—p) ~ Mr-p) MA-p) .-

EJERCICIO 48,

En el ejercicio 47, si k +1 = | demostrar que {a,} tiende d limite
(ﬂ2+ ! al)/(l + 1),
En particular, si k= 1= I/2 las dos subsucesiones {aZn-.l}' {azn} son mo
notonas y convergen dal limite comiin 3i (a; +2ay).
Solucion .
i) Si k +1=1 entonces la ecuacidn

¥ ekxel= 22 (11 =0

tiene las dos mt;ces x=1,-] ,0sea, A=l , p=-1. De (1) del e-

jercicio 47 tenemos :
. 1. 1 -(-l)"z
A A’ o

a la

n P 2 T, 1
a2 N lal - a2+la1
(noo) 1 41 141 o7,
ii) De i) : . a2+(1/2) a; a; + 2a,
l a = =
ro M 14 (V2 3

También tenemos :

- 1 _ 1
an+1 —T(an+ dn_l)——z—(an_1+a,2)+‘3'a,.1
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_ 1 _ 1 1
a. —-—2—an_14-—§—an-1 —-z—an_>1+7(a_2+ an_3),

por lo tanto :

a 1 - a

s ———(a 1 - an_3) »

esto es, lay {ila,, 12 son mondlonds ., A
EJERCICIO 49 . ®
Sea {an§ una sucesion tdl que
a
a1 >-O , an+1 =[a1]"

demostrar que la,} converge siy sdlo si

e g a; g Ve (Seidel , 1870 )
Solucion .
Suponemos que existe el limite : lim a, = b , entonces
n->00

b= (apb.
Sea a4, = ek entonces tenemos:

b = ekb . ()
Por el cdculo elemental # €abemos que la ecuacion x = &% tiene solucion

. o -1 ’ . e L
siy s6lo si k<e . Con lo cudl tenemns una condicion necesaria para la

convergencia de la sucesion {an}

. !
Yy :
- I
B g et (osea,a1\<e/e)' ,
Nl
(2) r ¥Y=X
% % %k * X % %k % ¥ % ¥ X
, - = k¥
# 85 y=x esrecta tahgente y=e
ala curva y = & , Se liene
:
k=l ] S
g
por lo tanto, si B > el 1a 0 b X
ecuacion x = k¥ no  tiene '
.raiz , : FIG, 16
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(11 & >0 (6 sea, a > 1)

ka ka,
- = ne
am_ 1 an e n e

= % e'("e’2 (a, - a_;) (Teorema del valor medio)

7
) (3)
en donde estd entre a, y @.17+ Como ke ™ > 0 entonces (3)

implica que la sucesion | a,} es mondtona.
Si suponemos que 4, £ e entonces °

e le

k a
= e n <L e = e

ke
an+1 < e

por consiguiente, se tiene por induccion que :

a, £ e (paratodo n). ‘ (4)

3

Entonces la sucesion {an} es mondtonay acotada, es decir que es convergen

te .
ml k < o0 (osea,aj <1),
Sea b una raiz de la ecuacién x= &% * .

b=kt g

| # Ndtese que existe una sola raiz en caso de }
t que kB < 0,
Tenemos : i a "
n
an+2. = ekam_j = eke , b= kb S (5)
enlonces
ka
kb n kx
b-a’bz;eke . e = (ke €kxk2)(b-an) (6)

(Teorema del vdor medio )

donde x estd entre b vy a,

(0 Si @, - b {n>x) entonces x - b , luego {Ejercicio 28)

kb
]eke ekbk2‘\<1‘
0 sea
]/eb}\< I (o kb -1 ).
Entonces
-ke'1’~kekb$1' 5 E 3 -e.

64




por lo tanto tenemos :

-
a; 3 e
(ii) Suponemos abora que:

€ < ap <1 (6 -egk<0),

De.(6) seve quelas dos sucesiones {b- ay 1, {b a3, 1} son mondto-
nas y acotadas #, entonces existen los limites:
lim azn = bl ,

n-o0

lim a = b
v 2n- 1 2.,

De(5), by, by satisfacen la siguiente ecuacion :

kx .
x = ke " (7)
Sea
kx
glx) = x - ke
enlonces . .
x
g0 = 1 - k2 hx ke (8)
Sea . kx
. f(x) = B2 Fx e , enlonces
3. x) k(x + &%)
(=% (1+k &%) e
si f'(x,)) = 0 entonces 1+ k ekxo = 0, y ademas .
+
f(x) >0 cuamdo x < x
f(x) <0 cuando x{5 x, , k.
por lo tanto, f(x) toma el vdor méximo en x = xc: Y
k x kx el
f(xo)=k2ek(x0+e °) . p2e 0 =lpels |k el <1,
De (8) s kx w
' gi(x = l-kzek‘f ke > 1- k| o1 >0,
* & & % X ¥ % ¥ & 5 B .
# 0 < a < e entonces b>b-a >b-e. *
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o sea que g es creciente, est es., la ecuacion (7) tiene wna solaraiz :

171 = bz . Entonces :

lim a, = b, = b
rz—)oon 1 2‘0

EJERCICIO 50,
Sea f(x) continua, positiva en {a, b1, st M es et valor mdximo de

f(x) en la, b}, demostrar que *

b
lim ny f D dx = M,
n-oc a

i) f(x) <M para todo x en {a, b},

Solucion .
e ———————

entonces {flao? < M*

b
{z(f(x))'Z dx g M" (b - a) ,

luego :
7/ fb ()% dx < M(b- a)l/n .
a

Entonces :

lim 'i/ F i axc < MTmG-a¥" < u. (1)
a

7

ii) Sea ¢ € la, bl tal que f(c) = M, como [ es continua en ¢, dado

€ >0 existe & tal que
x € (c-8,c+8) Cla, bl implica f(x} > M- ¢.

Entonces :
C

b ' 8
S (o dx 3 f;ﬁ(f(x))n dx 3 fC; (M- % dx = 28(M- )"
a c

Ce

5
Feiem ax s 2s)in (m-o,
a

e ——————————

b
Lim "/); (P dx 3 Lim (25)1/" (M-¢) = M-¢ .

s

0 seaqa

enlonces
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e

Como € es cualquiera, se tiene !

[/ &
dim _‘fz(f(x))n x> M, . (2)

pe (1) y (2) :

. b n = .
tim B ()" ds = Me

|
:

L
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CAPITULO 11

SERIES
§9. Series
Dada una sucesidn
{al ={a1,a2,a3,....,an.... }

si se trata de sumar todos los elementos de la sucesion el método mas factible

es sumar sucesivamente los términos como sigue :

- la primera suma S, = g4 B
! 1,
la segunda suma S = 8, +ay = a, + a
la tercera suma 53 = 52 + 43 = a7+ ap + a3,
“la en€sima suma Sn=Sn.1+an=al+a2+a3+....+an

’

LI I SRR 240 L R

R o % ko Kk K Kk ¥ K K K X X

S (n- ési =
n (n- €sima suma) S, 1+ 4,

———— A

a1,42,03,a4, 45,...... ,

|

|

|

|

k Sn_l(n-lésima suma)
! n_l,an,........
l

}

FIG . 17

»

i
| .. . . PP . .
' Este procedimiento de las sumas sucesivas seguira sin terminar , asi se ob-

tiene una nueva sucesién { $,} que representa el procedimiento de la suma
cién de los términos de {a,}

(St = {a;, a;+ ar, a; + 3 + @3, 000y 1T Arreent @ pans
n 1 i 2 1 2 3 1m%2 7

d (D
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esta nueva sucesion (1) se llama SERIE vy se nota :

anlan=ald-a2+a3+....+an+.... ) (2)
S, = @+ @3+... +4, Qque representa n-ésima suma se llama la su-

. maparcial de los primeros » términos de la serie (2) .

EJEMPLO 9.
oo .
i) X 1= 1ol lseeeg 1grrs
n=1 ,
Como S, =1+ 1+...41=n, entonces la serie daaa es igual ala
. n t€rminos
sucesion :

{5 b =tnl={023 ciynseene |

i) T 1%k S DU RS AU A § Lo N

51:‘1,52':1'1:0,53=1'1+1=1,

n

s =i0 si n es par
1 si n esimpar ,

entonces la serie es igual ala sucesion :

fs,} = 11,0, 1,0, L,,...,0,L0,.... N
o 1
11 i
i) Y T = e e - PR —— e
w=1 2 2 7gt8 " ot )
1-(12)% &

i

: 1
s1-1+2 2 2 L=, L
2,4, 8, 16, b4 ,
iv) Zk B =14+24+34° + B+ A
s =1+2+3+0~' + _ﬂ(ﬂ+1)




|
|

|

S 1=113,6,10,..., na+tl)
! 2

NOtese que en i) y iv) la sucesion IS, } diverge a 100 , en i) la sucesidn

I

{5,1 diverge ( Tim. S, =1,lim S, =0) yen iii {S,1 converge a Lo

Si la sucesién § S,} converge a §( G diverge a1+ ) entonces se dice que -

. oo > v
la serie 3 | % convergea § (6 divergea 1) y se nota
n: .

oo

-

Ian=al+42+a3+""+an+"' =5 (0 1x)}(3)
”:

El nimero S se llama LIMITE o SUMA TOTAL de la serie .
Si{s,} diverge, entonces se dice que la serie DIVERGE . .
EJEMPLO 10,

De la division ordinaria se tiene :

L20.333333335....  (nimero decind infinito) (4)

Asi, obtenemos una serie :

0.34+003, 0003, ,,.....

= _3_. + _3 + ..3_.+ + —3— + ¢ s o &
10 100 1000 g
Entonces : 1
. 1 -« 535
__3 3 3 3 _ 3 10
a = , s =23 3 S -3
m " qom * m T T Troot T Tom 10 1o L
10
1 1
== (1- =—),
3 107
Evidentemente :
. .1
,;ll_',"w Sn - '3—

i

o0
entonces la serie X converge a -— .

n=1 107

Se observa que nuestra notacién (3) es consistente con la expresion (4) .m

. . o0 . oo
Nota Sila serie X | % convergea S entonces el simbolo X  “
n= n=

representa dos cosas diferentes : la sucesién {Snf ={a;, a;+ 43,000 }
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P - e 3 rd oo
y el valor numérico §, pero si la serie diverge entonces el simbolo X 4

n=1 7
no representa ningin valor numérico . Por ejemplo (ejempla 9):
(L 3 7 5. } como SUCESION
oo 2,4,8, 1,
D
n=1 2"
1 como valor numérico .
o0
b3 1(-1)"'1 ={1,0,1,0,.... | como SUCESION.
n:
. L]
EJEMPLO 1i{ ( Serie Geométrica )
o0
S arl = aiarsalteiai oL,
n=1
Sea S, la sumaparcial delos primeros n t€rminos , entonces !
s, =a+ar+ar2+ +ar”'x
=) rSn = ar+ar2 e venes +ar”'1+ar”
Sﬂ. rSn = a - arﬂ
o sed
s o= ale?) gk 1), (s)
n 1~ r
Sabemos que 7' » 0 st |r] < 1 entwnces:
3 el =2 si le| < 1. (6)
n=1 ler R
La serie DIVERGE si |r| > 1. o
EJEMPLO 12 ( Serie Aritmética ) . .
= S
2 {a+ bn- )}=a+(a+b)+{a+ 2b) +..... .
n= e -
Sea S, lasuma parcial de los primeros n términos , entonces !
S, =a + f(a + ) +... + (a+(n=2b) +(ar(n-Db)

L) Sp= (arnDBr(asndB) + ...+ (d+b) 4+ a

2 5, = (24 (neb) +(2a+(nedb) + ..o +(2a+(n=Db) +(2a+(n- Hy)

= pi{2as b},
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oseq :
\)

n

212440 Db} 7
2

porlo tanto la serie diverge @ +0, 0 diverge a=oo:

0o 400 st b >0 (6,5=0,a>0) .
21 fa + (ne Db} =

n= o0 5t b<0 (6 b=0, a <0),.

EJEMPLO 13, (Serie Arménica)

by -—'-!-—-= 1+ —1+-1_+.... +—1.+.... (8)
n=1n 2 3 n

Sea S, la sumaparcial de los primeros n téminos, entonces

1 1
S, = 14 = > =
2 2 7 2
1 1 1
S, =8 — - > 5 2 =— > — 4 —
4 2+3 + s 93+ eX 2+ >
I 1 I 1 1 1 i
S = S+ —t+—4 =—4=—> 9 dx — > = 4= 4=
8 4% +6+7+8>4+ x8 5 > 2,
en generdl :
1 1 1 s - H
= +eee + > + 27 X
P22 IS S N PN R »+l
=9 +_I__
r» 2,
Porinduccion se tiene que
S S>B L w (n9e),
b
enfonces la serie diverge a + .8
TEOREMA 1
1) Si dos series En=1 a, , %:1 b,  son convergentes y
s A, s 5 -8
a = N =
n=1 n n=1 7
- oa [
entonces la serie 311 (ca,+ db, ) estambién convergente y
>
%=1 (,can+db”)=cA+ dB ,
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oS o0
i Si 2 ) a, esdivergentey X . b, es convergente , entonces la serie
n= n=

S (ca,+db) (c#0 ) diverge.

n=

Demostracion .
——_'_——

3 ¢ db)=c3 43 b
ca =
= RTEORTT G R T TG R

y aplicando la propiedad 6 de las sucesiones se tiene la demostracion.

oo
i) $i X (ca, + db)) fueraconvergente, entonces:

n=1
o d 5 .
S;FI a, = _C—Enzl(can +db )= ?%=1 b, (por ().
s ; a, seria convergente (absurdo!).
n:
EJEMPLO 14,
o 14 2 o0 1 o0 ”
Sea ¥ ———— , comolas dos series % —— , X (2/3)
n=1 3 n=1 3 n=1
son convergentes , entonces la serie dada converge.
o0 1- + o0 e
X —— =3 (1/3)* + X (2/3)"
n=1 3" n=1 n=1
1 1
D SR N _ 5
3 1.4 T3 .27,
3 3 R
EJEMPLO 15, s !
s 200 ZI + 1 l zoo 2"; oo 1 d)
ea —— , la serie - = iverge a +oo
n=1 2 n=1 2* n=1 &

s -

~“00
mientras que la serie X ; (1/2%) converge, entonces la serie dada diver

n= .
ge (diverge a +) .

EJEMPLO 16, :
Del ejemplo 13 sabemos que las dos series !
o0 1 1 )] .o o 1 1 1 1
I == le=4—=+" DI Tem e = — o,
n=1 n » 2 3 . n=1 n41 2 3 4
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" divergen ( la primera diverge a + =, la segunda diverge a - ), pero se pue- i

EJERCICIO 52 .

de demostrar que la suma de las dos series

I QRN

n=1 n n+ d

converge como sigue:! Sea S la suma parcial entonces :

s, = (LN, (\3\7/) %L CITRIRIRE O -t

= | -

- 1 (ﬂ -)00)

”n + 1
EJEMPLO 17,

LI o0
Laserie X 2n diverge a 1oo , la serie 3 (-1) diverge a

n= n=1
o ,ylasuma ZNI (27 - 1) también diverge (Ejempio 12). w
n:

Notese que la relacion

p3 l(can+dbn)=cn§;1¢1n+d2 b

n= n=

. - o9
es una relacién numérica sélo en caso de que ambas series 14 2 b
n: ”:
convergen . m

EJERCICIO 51,

o0
$i la serie % ; % onvergea S, demostrar que la serie
n:

o0 o0
a = 2

a4
n=k+1 % n=1 k+n

también converge y su suma total es igual a {5 - (aj+az+e.. +ap) i

Sugerencia .,
Aplicar la definicion de la suma totd .

Investigar la convergencia o divergencia de la serie

oc
DR CEY b PR DA S T
n=1
Sugerencia
Demostrar por induccion que :
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o sea

s2n=-n R SZn-I =n.
E]ERCICIO 53.

Demo strar *

oo
n =

lo
n=1 gn+1

Sugerencia.
Sn = log(1/2) +1log(2/3) + ... + log—=

n+ 1
= log —l_g-é-/.....—-—z—=.log = -
2 X K n+ 1l n+l.
EJERCICIO 54.
Sea p) ! n ¥ , i) balaria suma parcial de la serie, ii) inves
n:

tigar la convergencia o divergencia de la serie.
Sugerencia .
S, =% + 242 + 3x3+ ceeeo+ it

=) xS, = <2 + 2x3+'....+(n-'1)x"+ a1l

(I-x)Sn = x +}:2. + x3+ oo 4+ X -rzx’“‘l

SIS LE o P L PRV

1-x
EJERCICIO 55. s !

Hallar la suma parcial de las siguientes series, e z‘nuestz‘ga‘} la convergen-
3 3

cia o divergencia. £

0,1 +0,0140,00L4.,..7

i) s o i) 5 (= 1/2m]
n=1 n=1 .
%
. 2 2 2 .o
iv) 242 p 5 — +
3759 oyl
o 1
0 3 i) 3 (- Ll
n

n=1 ZH'j
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vii) 0.2 0,22 , 0,222, 0,2222 ., ...

uiii)kz=1 (2k- 1) i a+38 + 50 4+ ...

X 3-9 . 27. ... +(-1)"‘A13”+...
RFSPUFSTA

. _ 1 1 1
1) Ay [ p— le o » = e
» 9 { 107 5 9

i) s, =2( 2. 1) , laserie diverge @ +oo ,

_ 2 1 2.
) LY = Ja(-2)0 =
i) S 3 H { 2) b, S 3 -
= 1
iv) Sn 3(1- ——3”), § =3,
] s =_1. 1.-1_ =_l
O R T

vi) § =22 n-L 2 A
n I ST T

P14 2x10 +3x‘102+..:o+ﬂ‘10n.1]

1
. =_92.,, 2.2 (31—)” ( Utilizar Ejercicio 51).
E
]
i la serie diverge a +o .,

|

viit) Sn = n-2 s la serie diverge a +oo (utilizar Ejemplo 12),
. ) 252
W eall-@n ey 200870 (240
n -2 (1- 4%
| s a Za}
= ; 1 o
- .42 s

la serie diverge si |a| 2 1.

%) S, =%§1.(.3)”} s la serie diverge.
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§ 10 Serie telescopica
Para encontrar la suma total de una serie = L % tenemos que calcu-
n:
lar primero la suma parcial S, = a;+45+... + 4, pero no existe un
- mérodo general para hallar S, . Uno de los muy pocos casos en que es
posible calcular el valorde 5, esel siguiente .

.

Si se puede expresar a, en la forma :

a, =b, 1-b "
entonces
5n=a1+a2+a3+...+an _
T R EL SRR Ny 4
= b1t b1,
La serie de estetipo,”Zjl (bn+1 -b) (6 E:I (b, -6, 1)) sella

ma serie telescopica.
* Kk %k &k % &k ¥ ¥ kX ¥ K ¥ ¥ % %

Nota : # §i a, =5, 'f_bn+l entonces

PR 2T 0 2 TR AT SRV e

EJEMPLO 18,

o0 1 ~
Sea ——
n=1 nn+ 1) , o
entonces B . .
1 .1 . "
n(n + 1) n n+ 1, ¢ :
luego R -
s = __1_. 1 =1- 1 > 1 (nse) .
n 1 n+ 1 n + 1
Por lo tanto :
!
n=1 nln+1)

EJEMPLO 19 ( Serie Geométrica) o
Sea . Ew a r”l '

n=1
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n cos ¥x —cos (n+ 3)x
§ =3 senkx = : (1)
" k=1 2sen 3x
. . . . - 1
. Evidentemente la serie diverge ya que la sucesion {cos(n + 5 Jx}  es

Tenemos :
atk - gl oz gkl 1)

enlonces

Z” aF . D=(r-1S, =qr - a® =a* - a,

luego : s = a”-a_ a(#-1)

n

r- 1 r-1.

EJEMPLO 20
Hallar la suma parcial de las sigui entes series e investigar la convergen

cia o divergencia.
o0

i) Zwl sennx (x# 0 ) i) 2 cosnx (x # 0)
n:

ﬂ:
Solacion .

1 x
) A S SV ke —~}x=-2senkx sen = .
i cos {k 4+ 3 }x— cos | Z}x 5

Entonces
n 5 <" .
> -2 sen kx sen . = - 2sen X X sen kx
k=1 2 2 =

. 5 1 1
= 3 .[cos(k+1-—é—)x-cos(k-—5)x1

= cos(n + 1'-—1-)x - cos(l-—“—)x .
2 2

Dividiendo por -2 sen (x/2) tenemos :

divergente .

i) Utilizando la rel acidn :

sen (kB + 1- L), sen(/e-—l-)'x = 2 sen = cos kx
2 2 2

se tiene !

78




1 1
n sen{n +—=)x - sen — x
s, = 2  coskx = 2 2 (2)
k=1 . x .
2 sen 5= .

La serie diverge ya que la sucesion {sen (n + —2!- )x | es divergente.

Las férmulas (1) y (2) , que son muy importantes para los estudios posteri
ores , nos muestran que las sumas parciales son acotadas en ambos casos a

pesar de ser divergentes las series .
NOTA
Sin utilizar la serie telescpica se puede demostrar las férmulas (1) y (2)

de la siguiente manera :

n n _
%2 coskx + i I semkx (i =y-1)
n n . n ;
= 3 (coskx +isenkx)=2 kx =3 ( %)k
k:l k:] k::]
eix(l- einx)
= — A (seric geométrica (5), § 8 )
- e

eix (1. einx)(l . e-ix)
(1-&%)(1- &%)

. .
(cos x + cosnx-cos{n+1)x-1) 4 i(sen x + sen nx- sen{n+1)x
- 2 - 2cos x

]

Comparando la parte red y la parte imaginaria del resultado anterior se tiene:
._X\ )
f

S coskx = €osx-1+ cosnx- cos (n+ 1)x

=1 - <« 2-2cosx

-2 senz (7"') + 2 sen(-;—-) sen(n + "é"' Jx
4 sen” (3)
sen (n+'é')x - sen("z'!') o |

2 sen(—;—) ’

79




En sen kx = S€m X + Sen nx- sem (n+1)x
k=1 2 .2cosx =
2cos-’-‘— cos-—x—— . 2 semX COS('-}-..!.}!
_ 2 2 2 2
4 senz —25'
X 1
_os5 - cos(n+2)x
2sen7x-

ETERCICIO 56.
Hdlar la suma parcial de las siguientes series e investigar la conver

gencia o divergencia.

o0 o0 1
O30 N S— i % —3
=1 nln +iMn+2) n=2 =n° - 1
Sugerencia
i ! . 1 =2
nin + 1) {(n+1)n+ 2) oy Dnys 2) ,
S = —1—- - —-—-—1——-————- > —'-l—— (ﬂ 500 ) e
i 4 2(n +1)n4+2) 4

i __ 1 _1¢ 1 1
n-1 2 pn.1 n+1]
1 1 1 1 1
= +—1} - e 4 1] -
2[{1:-1 n} ny+l)-1 u+1]
s =1fi 1 1, .1 1)41-(_; 1)]+.l.
n 2({2.1+2¥ )Tl -Ge -
=
BJERCICIO 57.
. o,
Sea p n” ,

n=1
ballar la suma parcial S, €investigar la convergenciao divergemcede la

serie .

Sagerencia 3 3 2
n+ 1) -n? =382° +3n+1,
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" ke 1’ RPN re1)? - 1 =33 22,33 2.5 1

k=1 k=1 k=1 k=1

s, = 3 52 =L{(n+1)3_ (-3n(n+ ) yonlny V(2ns D
k=1 3 2 6 N

L.a serie diverge a +o,

EJERCICIO 58,

Hallar la suma parcial de las siguientes series :

DS alns 1) i) S (ny Dn-1)
n=1 n=1

#i1) 12+32-+52+ 72+.....

Sugerencia
Utilizar el ejercicio anterior .
n

n n
DY R+ D=3 g2 .3 p=nlrVUn 2
h=1 K= %=1 3 .

También , puede utilizarsela siguiente identidad :

n{n+ Dan+ 2) « (n- Unin + 1) =3alzns 1),

«

~—
o

=

' 2
S ke DGE-10 =3 k2.3 1=2@2 +3n-3)
Z=1 B-1 B=1 6

b

s -2 =45 B2.43 b, s 1=2(2n- D22+
k=1 k= k=1 k=1 3 -
- k]
EJERCICIO 59, R :
s D
H
Hallar la sumaparcidl de la serie:

o i
b ‘n3
n=1

Sugerencia

4_,3

4
Utilizar: (n + 1)7 -n" = 4n +6n2+4rz+1.

_ ¢ oaln + 192
5, = [2x 132,
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EJERCICIO 60

Hallar la suma parcial de las siguientes series :

D3 alne Din 4 2) i S a1
n=1 n=
Suserencia

Uiilizar el ejercicio 58 .

g s =nn 1+ ni 2)(n 4+ 3)
" 7

También se puede utilizar la identidad :

E(hks Dk+2)(k+3) - (k- D+ D(k+2) = 4k(ks Dk+2).

i) s _{n- Dnln + Dn + 2)
n . 4

EJERCICIO 61

Hallar la suma parcial de la serie

n=

200 nn+{n + 2) ... (nsj= 1) (i > 1)
Superencia

k(v Dk+2)..(ksj) ~(k- Dhlk+1)eo. (ksj- 1)

=ikG+1) .. (ki 1),

s =2nsl)n+2)...(n+j)
n -
7

EJERCICIO 62,

Hallar la suma total de la serie

s !

(i> 1),
n=1 n{n+1n+2)...(n+j)

Sugerencia
—

Utili zar

1 1 = i
kk+1)iilksj-1) (ke D+2u,,(k+j) kE+D ..., (k+j),
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i il e+ Dn+2)oo.nsf) (msee) j-j1

EJERCICIO 63

Sea

oC
(- pn-d (a
n=1 n )
ballar la suma parcial de la serie .
Sugerencia

(- 1)n <“> = (-1)" ala-1)... (a-n+1)
n 1 2 3 n

l-a 2-a | (n-1)-a
I 2 n- 1

a
n

= L (t-L)1-2) (1 —2)
1 2

n n- 1

:(1._‘;)(1-_‘.;.)...(1- a )_(1-.?1.)(1-_3.)... (1-_2),

n - n

§ =1. (l-a)(l-8)1-2),,.(1-2),
n E 2 3

n

EJERCICIO 64.

B

Hallar la suma totdl de la serie

o 2 I -
b3 ____”_+___2_ ,
n=tn(n + 1)} ) e
Sugerencia N 3
4
2n + 1 1 1

tntn+ DY = 22 ms 0F -

: 1
S =1- 5 1
” (n+ D?

EJERCICIO 65

Hallar la suma total de la serie




r-

00 2n + | I
S cos 3 sen 5
n=1 n 4+ n n"+n .

Sugerencia

2 i 2n+v1
sen .2 - sen = 2 sen 3 cos —3
n n+d n"+n n +n ,
Sﬂ =4 [ sen 2 - sen 2 ] - ez 2 (n->o0),
2 n+ 1 2

§ 11 Condicién de Cauchy. Serie de términos positivos .

TEOREMA 2(Condicidn de Cauchy)
La serie Ejl a, converge siy solosi,dado ¢ > 0 cualquiera
existe un nimero natural N tal que » > N implica
1an+l+an+2+....+an+p{ <€ paratodo p=1,2,3,... (1
Demostracion
Sea’ S, Ta;+ ay+... + a,, por la condicién de C-auchy (propie-

dad 20) /a sucesidn {S,% converge si y solo si, dado ¢ >0 cudquiera

existe N ial que n > N implica

I

\Sn+p - Sﬂ ‘ < € ptzfa todo p: 1: 21 3:"' (2)
Pero como ¢
Sn+p - Sn :(a1+ . ..+a7z+aﬂ+1 +.-.:}-an+p) - (al-}—n oo-l-an)

= an+1+ an+2+.. .« + am_p
entonces se tiene la condicidn (1) .

EJEMPLO 21,

i)  Sea 3 I Dado ¢ >0 existe N tal que
n=1 nln+1),

L o< (yaque—l— » 0 (noco))
N : n
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si n > N tenemos:

n+p 1 - Z'H'p[_{_ . 1 ] - 1 . 1 < 1
E=nil R(k+1) k=nel k kE+l nsl n+p+ 1 n+ 1
£ I < ¢ (paratodo p),
N+ 1 _

por lo tanto la serie satisface la condicion de Cauchy. (En el ejemplo 18,

hemos visto que la serie converge a 1.)

ke
ii) Sea X _l.i . Paracudquier N, aunque seamuy grande, existe m
n= 7

td que n =2" >N . Tomemos p=2" entonces

| S SR 1 1 1 ' 1
—_—i ; . - . T
n+l n+2 n+p  gpm,p 2".2 ., ¢
7
2m , 2m 2 .,

Entonces , para ¢ < 1/2 no existe N que satisface la condicion (1), o

sea que la serie diverge . (El ejemplo 13 nos muestra que esta serie diver

gea +o! ) m

Fn la condicién de Cauchy , tomando p = 1 se tiene :

\aﬂ+1| <e o si n » N
esto es , - ) ’
lim a, = 0, (3)
7150

oo -
asi , tenemos una condicidn necesaria para que la serie % P sea COn=
. n=

n
vergente .
EJEMPLO 22, ; ' ’
o0
i) X B diverge ya'que lim =1# 0., .
n=1 pn4l Nnae N o+

o0 . £
i) 2 . 0™ giverge ya que {(-I)n'l} no converge .
n= ]

-

iii) X L diverge apesar de que lim 1 =0, obsérvese que la.
n=1 n nao 7 .

condicion (3) es apenas necesarig pero no suficiente .
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W) 3 lognil lim log 2 * 1

=0 pero la serie diverge ya que
- n->00 n

S, = ]E' I {log (k+ 1) - logk} =log(n+1) o0 (rse).

i

v) Z_} eiﬂg Ec’: ( cos n + { sen n ) diverge ya que {einﬁ} no
n= n=

converge (0 # 0),

o t—
vi) La serie ¥ . a, diverge si lim %/ [an! > 1 ya que
n:

a, - 0 implica que E'{/[aﬂ[ < 1.

oo
vii) Dada 3, 1 %+ @gregar, suprimir o modificar un nimero finito de tér
n= -

minos no afectala convergencia & divergencia de la serie

Serie de términos positivos

oo
Una serie 2".221 a, se llama de términos positivos si a,>0 pa-

ratodo »=1,2,3,.... Fnrtal caso , la sucesién {Sn} donde
Sn Fa5+a) + 00+ a,

es creciente ya que

sn+1 =5, ta, 12 Sy '

por el teorema de Weierstrass (propiedad 14) se tiene inmediatamente el si
guiente teorema :

TEOREMA 3,

Una serie de téminos positivos converge si y sélo si la sucesién de
las sumas parciales es acotada .

Nétese que una serie de términos positivos CONVERGE ,o DIVERGE a
mas infinito .

EJEMPLO 23,
7) 2001 k diverge ya que Sn = En k= ."_(_%ﬁ no es acotada.
k: . k:.l




.y

o0 I
ii) Ek‘l ok comverge ya que
1

— — kg
Sn =1 o7 < 1 es acotada.

i) = . (-1)m1 diverge apesar de que {S,} es acotada ( NO es de tér-
n= ..
minos positivos. ). g

. - o0 o ’A . .- .
Si dos series 2 a b, son de téminos positivos , y

n=1 7 n=1

a, < b, paatodo =z ,

entonces la convergenciade X b implica la convergencia de % 2 ya

qu [
”

=

n
= a4 < X by < M (para todo n) (4)
=1

k=1

donde M es una cota de las sumas parciales de la serie X b, . De la misma
forma , la divergencia de la serie 3, implica la divergencia de la serie
S b, puesto que

n n
lim X @ = +o implica lim X b, = +oo.
7700 k:I k p 1->00 k:l k

EJEMPLO 24,

i) Sabemos que la serie X 1
n=1 nln+ 1

converge a 1, pero como

1 -
1
< paratoge n,
(ne D = alns ) f
entonces la serie {’\ R
Eoo i 1 1 1
=TS+ 5 + + "0 converge .
n=1 (n+ 1)2- 22 32 42 §
ii) Si x>0 tenemos la siguiente desigualdad : N

log(1+x) < %,

entonces ‘

log(ﬂ+l

) = log(1+-l)\< L
n n n

.
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Pero la serie

57 log ntl Y -
n=1 £ n y =

diverge a +o ya que su suma

parcid : y =log (x+1)
n
S, =3 logkt!
" k=1 ¢ %
! l
= Z’:l{ og(k+3)—log k } o =

1]

log(n+ 1) 50 (naeo), FIG, 18

oq
Por lo tanto la serie armonica 3, _L diverge . ®
n=1n

1

Generalizando este método obtenemos el siguiente teorema :

TEOREMA 4
o0 o0
Dadas dos series de términos positivos: X a4 y X . & _,si
n=i " n=1 7
a
lim 2~ = ¢ (c# 0 ,c# 1)
nsoo b

entonces las dos series convergen 6 ambas divergen. St ¢ =0 la con-
vergencia de £ implicala convergenciade X 4,y la divergencia

de X a4, implicala divergenciade X 5,.

Demostracion .

Si lim zzn/b?z = ¢ ,dado ¢ >0 existe N tal que

172500
a
l—’-l--c’<e paratodo n > N ,
by
o sea:
a
c-e < 2 < c+e paratodo n > N.
b
n
Multiplicando por b tenemos :
(cfe)bn < a, < (c+e)b, . (5)

Entonces *

88




zx a, £ a (c+e)bn =(c+e) Ew b

n=N " n=N n=N

(6)

n

Esto es, la convergenciade la serie 2 b, implicala convergenciade la

. v' . .7 . . . . . ;
serie XL a, ,y la divergencia de la serie 2 a, implica la divergencia de
la serie 2 bn . Ndtese que en (6) las series comienzan en el N-ésimo témi

no , esto no importaya que

a ={(a; +as+ ++ +ay_ 1)+ a
n=1 n 1 2 ! N-1 ”:N n 2

y un ndmero finito de términos no afecta la convergencia o divergencia de la
serie dada (Ejemplo 22 (vii)) . :
Ademds, si ¢ > 0 escogemos ¢ < c, por ejemplo ¢ = /2, enton-

ces tenemos !

(c-¢)b, :—g-bn < a, para todo n > N,

por lo tanto la convergencia de la serie 2 a, implicala convergencia de
A
la serie X b, »yla divergencia de la serie X b, implicala divergencia

de la serie 2 a, , 0sea quelas dos series convergen 6 ambas divergen.

EJEMPLO 25

i) Comparemos las dos series :

o 1 ST
z N 2 1 2 B ——
n=1 n " on=1l e+ 1),
1 ‘
lim(—5) /L = lim2xl =1, -
noco  n nlny 1) nio 2 o
sabemos que la serie P converge , por lo tanto la pfimera serie
nln+ 1) ; ’

!

también converge .

w1 .
ii) L a serie 2_1—}"« { A< 1) diverge ya que

n n
: i 1 n)\ : ;
lim (——/(—-X‘) = lim2_ = lim Ta -0
71500 n n noo n N0 n :r

y la serie X 2 diverge .
n

(=]
iii) Laserie % n/3" converge ya que

n=1
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7 1
lim [=—=1/T==1 = lim n(2/3)" =9 |,
H orex 3”/ 2" 71 -20<
o~ 1
= . 7 converge .
n= 2

Pero, si comparanos 3 w/3"  con la serie S 1/3n entonces

Iim (2-) /(3 ) = limn = 4e
n e 7 3" 121300

»

asi el teorema no sirve paraver la convergencia de la serie dada (hay que

escoger adecuadamente la segunda serie.). m

El teorema 4 es bastante poderoso para investigar la convergencia o
divergencia de una serie de términos positivos si escogemos adecuadamente
la segunda serie para comparar . Sinembargo no siempre existe el limite :

lim a, /bn

n-reo

en tal caso , se puede generalizar en la siguiente forma :

TEOREMA 5,

Sean X a, , % b, dos series de téminos positivos , si

—— a , (7)
b”
entonces la convergencia de la serie 3 b, 1implica la convergenciade la
L .
seriec. X a . ysi
. 4 8)
lim nL#£ 0 (

b

n

entonces la convergencia de I @, implica la convergenciade X 5 .

Nota Lostectores que no comprenden Tim, Jim pueden saltar este
teorema 5!

Demostracion

—

St lim a”//;” =U # o, dado ¢ >0 existe N tal que

a
L R | B baratodo n 3 N

0sea
a < (U +()b" . 9)
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§i lim an/b72 =L >0, entonces para ¢ = L/2 existe N, td que

a
L-p Lo para todo n > N,
2 2 bn !
0 sea
a > (L/2) b, .
EJEMPLO 26,
1 I
Sea azn = (Zn)z » dzn.l = 2”
si bn = Vn entonces
-_— a a
lim 2 =1, Ulim -2 =0,
bn bn

. 2 . . -
Como la serie X (1/n°) converge , entonces la serie 3 a, tambien con-

verge . Y

Los simbolos O y o.l ®

En los teoremas 4 5 hemos utlizado una comparacion de dos su
y U

cesiones {a,},{b,} de la forma ((5) y O)):

a, < Mb, (para n suficientemente grande )

donde M esunaconstate. (En(5) M=c+e ,yen(d M=U+e) ,
lo que significa practican;ente que ‘{an} es mas pequefio que {5,} salvo
un factor constante’, 6 podriamos decir que ‘la sucesién {a,} esmas pe-

~ .. ] - .
quefia que la sucesion {5} salvo un factor cogstante’. Mas precisamente

definimos como sigue : ' h
s N
’

Dadas dos sucesiones {"’dn} A6} (b, >0 paraT todo n),si existen

una constante M y un nimero natural N, tales que
lan| < Mb, paratodo n > N, . (10)

se nota @ ;

( LD]-

a, = O(bn) ( cuando 7o )

Nétese que la condicion (10) es equivalente a : -
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_l; lan[ 7£ + 00

n
Ademds , si b, £ 0 (para todo n) sea

(¢}

de (10) tenemos:

la,| < M, b, paratodo n=1,2,3,.

EJEMPLO 27.

i 12 = o1 )
n nin+1)

I
2 < 2

ya que O
2 S nln+l)

para todo n.

ii senn =0(1)
ya que |senn| £ 1 paratodo n.
i) log L = O(n)
»n

log (1/ n)|

ya que lim —————— = lim fog? = o,
100 ” 100 n

iv) Venrl- \a=0(1/u)

.
yaque g, Yrrli Ve yw
700 l/s/n n-o0yn+ 1 +ﬁ

v) 1

= 0(l/nlogn) si A>1

n->00

ya que lim[[

vi) sen X = 0(1/n)

n
yaque | sen X | ¢ 1d =5 L
n n n .« N

a a,
M_ = Mdximo _l___;_lf_z__l__l_u J M,
by by, bn.1

L
2

1 1 ) logn
3 %_1—_>] = lim[—x1|= 0.
n nlogn noo b on

(12)

Utilizando el simbolo O los teoremas 4 y 5 se pueden expresar
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como sigue :

Sean 2a y X4, dos series de términos positivos , sl
a, = 0(5)
entonces la convergencia dela serie 4, implica la convergencia de la

serie X a,.

Utilizando el simbolo O podemos evitar el célculo fastidioso de las
desigualdades , wratdndolas mecénicamente como si trabajasemos con igual
dades . Para lo cual veremos a continuacidn algunas propiedades del sim-

bolo O.

TEOREMA 6

i S a, =O(bn) , Cn:O(brz) entonces

‘Aa, +pc, = 0(,) (X ,p son constantes ) .

i) S a, = O(bn) . c, = O(dn) entonces
a,c, = O(bndn).
iii) Si a, = 0(b ), b, = 0(c,) entonces
a, = C(cn).
Demostracion .
i) Existen M, , M, tales que o !
la, | < My b, o lc,l < Maby, *paratodo ns,

¥4
luego.' L B
\an+cnl<\an\+l€n\\<(Ml+Mz) b, . -

ii) Existen M, , M, tales que

la,| <M;b, . le,| <Mpad, paratods =n ,

tuego ¢ l;
ldn Cnl S (Mle) bn dn .
iii) Existen My, My tdles que
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la, | SMp b, , b & Myc

n paratodo n,

n

luego
[anl < (MIMZ)Cn @
Son inmediatas las siguientes propiedades :

i oLy, od) ol
n n n

rotlt)y = o),
) n n

i) o(L) o;) = o
R A

1 vk _ 1

1 I _ 1
O(— = i
iii) (n )+ O(_nz) ol¢
ya que O(L,) = 0(—-1-) .
n” n

iv) X o(,_%_) converge (Ejemplo 24),
n
z o™ converge si 0 < r <1 ( Serie Geométrica). m

Nota  Dadas dos sucesiones ta .86} (b, > 0 paratodon), si

n
a |
Lim [l (13)
72500 bn .
entonces se nota
a  =olb) ( o mintscla) ,

por ejemplo, logn = o(n), 1/2% = 0(71-) , n/3" = o(—;n-). etc. Pa-

ra evitar la confusidn entre dos simbolos o, O muchas veces decimos cla

. P | . Tl .
.ramente 'O grande’ , ‘o pequerio . En este libro , no utilizaremos el simbo-

lo ‘o pequeno’. w
EJERCICIO 65

investigar la convergencia o divergencia de las siguientes series :

I T
7) ;:In/a’ (a> 1) ii) s° 1
n=1 n "
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Solucidn

' E o/ & k
i) lim 2 Y7 zm = lim——— . =0,
Yoo & & d’/ 2 e (YA

luego la serie dada converge ya que % 1/(a)” converge (¥@ > 1).

1 .
i) lim 1+_1_/i = lim 7
700 n n n C oo

por lo tanto la serie dada diverge ya que 2 TI diverge .
EJERCICIO 67
1

Demostrar que la serie E_k converge si k > 1.
n

Solucion .

N 1 1 i
n=l§ nk'l—(n+1)k'” RO IR Y Lot t (o)
Pero ‘
1 1 (n+1)k'1 -
A1 ’ (n+ 1)1 ) 7 (g 1R
(1. =%t v -pL

i
¥/3 - > ________12__- = (k- 1)
(n+ DEL 2 7 Dt n(ns F 1

entonces la serie '

00 1

)k- 1

n=1 n{n+l

3 R .- . !
converge , por lo tanto la serie dada también converge ya que

l ! ! If
im —T — = . 2
o 1k nin+ k-1

r

De este ejercicio y del ejercicio 24 ii) tenemos el siguiente resultado

muy importante : 5

n=

. 00 1 . b .
La serie X | oA convergesi A > I, diverge si A g I.

-
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EJEKRCICIO 68

o0
Demo strar que la serie & = ———= diverge si a < 1,
n® (log n)? £

o ! (log n)®
lim ._-/7———--1,— = Ilim T ta - 0,
ns0 2/ n%(log n) n-00 7 :

luego la divergencia de X —é-— implica la divergencia de la serie dada .
EJERCICIO 69 .

N oo N .o .
Sea X~ a4, (a, 3 0 ) aunaserie convergente, si
=

zw
roo= a
n k=n k
demostrar ;
o 71 < 4
i) =2 diverge . i) X Z— converge .
n=1r n=197,

Solucion..

a
i) $i { 2.} no tiende a cero la serie diverge, porlo tanto supongamos

T
n

que * a
lim 2 =0,

n—o0 T
n

n=2
Solucion
|
|
|
\

Comparemos la serie dada conla siguiente serie divergente:

oc
<

log .

n

o
= 2 A(logr =~ logr ) = log ry - lim (lo r . )
Thal 1 g. i & T 1 £71 100 € nil

= L0,

notese que T, 0 (nsx), log I (o) .

a r a ‘r
n log .2 =" (—-log_ﬁ"_l_>
Tn fn+1 Tn Tn

‘a -a a
=7 S logln ";z_“zl_/{_zog(I-_E_)z— 1.

rn
s %
a Va

i
i)
9




=3 r, + e D7, - V'rzu)< s 7, =~ AT N7, - A7 )
V7, V7,

=2 X, 1) =20 cAT,) £ 2HF] < 4w,

entonces la serie dada en ii) converge .

§ 12 Algunos criterios de convergencia

TEOREMA 7

Sea 3 a4, una serie de términos positivos , entonces

i) Si lim-—a—”ﬂ- < 1 laserie converge.
n

a
i) Si lim el oS la serie diverge .

%y

ii) Si lim X/ a < 1 laserie converge.

iv) Si lLim%/ a, > 1 la serie diverge .

En el ejercicio 22  se ha visto la designaldad :

a ‘ Y a :
lim "1 ¢ lim Yo < Tim U4, < Tim __’:;t‘_ (14)
a 13
¢7) n . -

Y
iii) implica el criterio i), y iv) implica ii}, por lo tanto basta demostrar
, ., Lo, ? - A
iii) y iv) . Si existe el limite 7zl_z)zrz‘J {aﬂ+1 / a,} = r, de i) y ii) tenemos

el siguiente criterio de convergencia: -

Sea r =7£Z:z° an+1/an » entonces la serie £ 4 convergesi r < I,
diverge si r > 1. . *

De la desigualdad (14) , { ¥ a,} puede converger ain en caso de que la

sucesion | a

] /an } diverja :
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Sea p = lim Va,, la sere 2 a, convergesip <1,
71500
diverge si p > 1.

Demostracion del teorema 7. €
_— ! f -
Sea U = lim {’/an. U Uate 1
Si U < 1 dado ¢ <1-U
existe N tal que : FIG, 19

’{/an < U+e paratodo n 2 N,
0 sea
n
a, < (U +e).
Como U +e¢ < 1 entonces la serie 3 (U + ¢ )® converge , porlo tantola

serie. X a, converge.

iv) 5i U> 1, dado ¢ < U- 1 existe ¢
$n(1),n(2),.,.., nlk), .. } } + }
1 U-—¢ U
tal que
72(&) U (kz 1 2 )
V an(k) > - € IEED
o sea FIG, 20
ap) > (U - e)”(k)> 1.
Entonces: o o
24 22 ) T
EJEMPLO 28

i) La serie geométrica X a1 (r>0) converge si r < 1 ,diverge

si r > 1 ya que

la a rn l'
im im r = r.,
n-oo a Iﬂ- 1 72-300
-ii) L a serie "
pI converge ya que

n!

h-m‘_ﬂi__x_”z im_ X _ .o < 1,
oo (na 1)l n! nosoco n41
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iii) La serie

SO (% -0
n=1

converge ya que

lim (% n - 1)”}‘/" = lim (%n - ) = 1-1=0<1.

3 »00 M R e

[ n.’

iv) l.aserie X converge ya que

n=1 a"
i (n+ {)! n.’) ; n” ; 1
im |———y/ | = lim———— = lim —
n-00 (12+1)n+1 nn nsoo (n + l)" 100 (1+-;£—)”
- L
= =< 1,

NOTA Al aplicar el segundo criterio tenanos: -

nfn!
Sea y = §f—— entonces

n

logy=-;21—-{ logn! - log n”}

I
I i 2 n -
=_"{log— +log= +... + log=- - log xdx =-1,

n{ 87 8% gnz(n-m) of g

por consiguiente :

y = o8y —— sl o<1

(n«»gO)
EJEMPLO 29 ’
La serie
g 1 1 1 1 '
2 a =—=+—+ R s
a=1 ' 273 7 22732

7
aZn—l = ,‘/Zl A azn = 1/3” I

es evidentemente convergenté’ya que esla suma de dos series geomelricas

convergentes . Pero:

a
Boe L e s 2% L 0 (ne) ¥
%21
441 1 1 1
— s T = (3/2)" 5 too(noeo)
2n 2n+/3n 2 ’
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enlonces

a a
71+1 = 4+ o ’ lim n+1 =0 ’
aﬂ afl

lim

bor lo tanto el primer criterio ( () » (i1 ) no nos sirve |

Porotraparte

2= _ 1 V2 _ 1 1
\/azn = [ 3 ] n *lv—?-_- - E (n -)00)
i 1. 1 121 = [ 1]272-1 (100 )
Vo1 =[5] ERR 4
enlonces

lim % a = 1/47, Lim % a = 147,

por lo tanto podemos aplicar el segundo criterio ( (iif) ).

EJERCICIO 70,

Sea
o0 2
> gq :,\+1+)\3+)\"+A5+/\4+...
n=1 7
demostrar que la serie converge, pero gue
- a i a
lim n+1:_1_> 1, limn*”-=/\3<1.
a, A a,
Solucidn
_ 1 2n-2 _ y2n-1
azn = A ’ azn_l = /\ .

Sea 5‘” la suma parcial

o
S < = aed o1 < 4o,
n k=1 1+ X
luego , la serie converge,
271‘2 2724_1
22y - "7 -4 ny 1 A > A3
2om- 1 Azl A a \2n-
entonces

— a a
lim —elo Lo gy i3
; Lin

a
n 4

100

(0<A<1),

de los primeros n término s entonces tenemos:




EJEMPLO 30
) sL diverge y lim (. 1/(.1.) = 1
7 1 n *

700 174

1 {
if) 2——:—2- converge, y ’fim(—-—”'/—é =1,
00 + n

iii) Sea S a =141+, L. 1L
. + +2+-2-z+3 +‘37+

evidentemente la serie diverge , y

—— a a
lim 2Ll= o, fim-2tl <o | lm™/a =L
an a” 12300
1 11 4 1 1 4

iv)  Sea Za=_+1+—+— —_ — e
n 2 22 22+23+32+24+42+.-,.

(azn.l=1/fl, (12”:}/712}

avidentemente la serie converge. Pero:

—a a —
lim _"LI. = 400 , lim nel o . | lim ”V’zz =, lim "\/dn = —é—-
a, a, 2.
- - a : ” .
Si Tim "1 =1 (6 lim "\/a,z = 1) el teorema 7 no sirve para
1500 an 700

o0
determinar la convergencia o divergencia de la serie X [ % Hay mu-
n:

14 . N
chos criterios de convergencia para tales casos criticos , veremos algunos
en los siguientes ejercicios . ( Vease también en el ejercicio adicional

el nimero 94.) : o

EJERCICIO 71, ; Y
o0 - 7 .

‘Sea X a, una serie de términos positivos .
I -

a -
i) Si lim n[_PY - 1] < -1 entonces la seri¢ converge,
a .

- N300

n
a ¥
i) si limn "4 11 > -1 entonces la seric diverge .
n-o00 a
n
; a7I+I ] . ‘ .
iii) En caso de que lim n-(—7—- 1) = =1 dar un ejemplo de serie
n-s00 "
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divergente yotro de serie convergente .
Solucidn
(i) Sea k >0 tal gue

a
lz'n];i(—'(’l—+1-1)<-1-k <-1, 0 <k < 1)

3 >0 n

a
para n suficientemente grande se tiene que n( 2‘” - 1) <-1-k, Como
n

un nimero Jinito de términos no tiene importanciapara la convergencia o di

vergencia de la serie , para mayor sencillez supongamos que :

a
”(_;:;_1_ 1) <-1-k (para todo n),
n
0
a .
L R L T TR SR LR Y B
an n n n n n

En la desigualdad anterior, reemplazando n = 2,3,4,.,., n y multipli can-

do las (n- 1) desigualdades obtenidas miembro amiembro se tiene :
g .

s i(z..’i)u-_j’i) e (1R

(12 n 2 n
luego :
2, a < ap L LAl ByreZ).,. (1-E2),
n=2 '+l 2n=2 n 2 3 n
Pero :

ST rkyaky L 1k
n=2 n+l 2 3 n

I R O LS SO . S S SO S BN L. O DU B
n=2 k 2 n 2 7 7+

< —1:- (1 -—]75-) < too {serie telescopica).

Como  lim (-L) = 1 entonces la serie
noa 7 n+l
sT oA ky L 1.k
n=2 n 2 n
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converge,, por lo tanto la serie 3

converge .
n=2

a1

ii) Razonando de manera similar dl caso (i), supongamos que existe 1>k>0

tal que
a
n( ':'1' 1) > -1 +& (paratodo n),
-
0 sea:
a
n4 1 - 1.k 1 _n-
a > 1 - > 1 il
Entonces :
an+1>n-!n'2 1 _ 1
a2 n  nm-l 2 n
luego

porlo tanto la serie dada diverge ,

(iii) Ejemplo- 1,

I
Sea a, I entonces
%arl - m - g .1
2, n+ 1 n+ I,

<

a
lim n( ':z*l- 1) = limn (= «rl) =.1,

11500 n 92200
. _ 1 .
y la serie X a” = 2_’1. diverge. o
Ejemplo 2. ) .
Sea a_ = I
” n(log n)z )
1 -l
entonces la serie E converge  #Nota 1.
n=2 nllog 2
(log n)?
nllogn
ﬂ[ n+1 - 1] = 4 11

n 3
(n+ D{log(n+ 1)}

nllog 1) —(n + Dilog (n+ D
(n+1)flog (n+ 1) }2
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# Nota I,
Comparandola con la serie telescépica convergente
ol 1.1

{
n=2  log n log (n+ 1)

[ 1 I !
ya que lim |} - V  —
noeo | logn  log(n+ 1) n(log n)

= lim|_togn { log(n+ 1) - logn }]: 1.
noo | log(n+ 1)

#4Nota 2,

log(n+1)=10gn(l+71) = lbgn+ log(ls -;21—) ’

log (141) =44+ O(=7).
n

EJERCICIO 72,

oo
Sea I a una serie de términos positivos, demostrar:

n=1 *
a
£ S —-—"z“’—l =1+ AL ot/mn?) , A < -1 entonces la serie converge.
n n
e il A 2, o
) 8§ L= 1 L L, 0o(1/x%), A > - I entonces la serie diverge.
n ”n

Solucion

a. .
Si _"’!_'_‘-: 1 ;._A.Jr 0(1/22) entonces

n n :
a

lim n Z+1- 1-—A—} =0.

1700 n n -

Del ejercicio 71 tenemos que la serie convegesi A <-1, diverge si

A > -1, Porlo tanto, bastainvestigar el caso A =-1,

Sea
a
ntl _ 1 2
_a__'.] -T+ O(J/n ):
n
osea a a1 n-l
,(;ztl - O(_L,,.) = | 1+O(1/n2)§ '
n n-
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€slo es

a ne- 1
n+l
—= (1+C) .

donde {C,| \<7M— (para dguna constante M),
n

Sea N, td que
o0
s M -pc 1,
n=N0n

entonces para todo n 3 N, tenemos :

a
n+ 1 n-l M
—= > VAL

n n n
Reempl azando n = Nos Nog o+ 1,00, No +0- 1 y multiplicando las des

iguddades obtenidas miembro amiembro se tiene:

N_p >_§9;_{,__M_2},.1__M___2f_” “_(“M____}
aNO No+p-1 No (No*' 1) No‘"l)'l)z
No- 1 M M M .
>_.__.2___1_ {_‘_24____5+ +-_l___.3” Nota
No+p-! NO (NO+1) (No+p- 1)

N -1

> —L—— (1. ),
Nort - 1 .
Entonces : '
<& ' (1.4) = 1
& a > ay (N - I)(t-p) S - + 00 -
N ol ’
p=1 Not o ° =1 Notp- |
por lo tanto , la serie diverge . N
- ’
* Nota. 4

§i b, < 1 se tiene por induccidn la siguiente desigualdad :
(l'bl)(‘l.bz)"‘(l'bp) > 1-{bi+b2+...5+bpi..

EJERCICIO 73, H

Investigar la convergenciao divergencia de la serie :

.
.
oG

b II(“)I (a#0),

n= n
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Soluciaon

Sca a =12 - lafa- D.ooola-n+ 1]
) /
n n!
entonces
an-glzl(l-nl:n-a =7 . a+ 1
% NFTIN i ! n o+ 1
:1.d+1¢ a + |1 :‘{_a+ld_0”/nz).
n s 1) ”

Aplicando el ejercicio 72 se tiene :

la serie converge si a > 0, diverge si a < 0.m

§ 13. Serie alternada
Una serie de la forma
‘.m (-1)”'la=a-a Az v
> , = dp-ax+ a3

(dn > 0 paratedo n=1,2,3,...)

se llama serie alternada .

(15)

TEOREMA 8.

serie alternada :

Em oty = 4 .4 + dz e
”21 n 1 2 3

converge .

Sea {a,] una sucesién decreciente que tiende a cero , entonces la

Demostracion .
—gmosiracion

Sea S, lasuma parcial delos primeros n témminos, entonces:

Sy, = ay-ap+ a3c.ee. + Ay - dp,

= a] —3(612- a3) + (614' a5)+ . s + (azn_z' a2”_1)+ azn}

< a; ( ya que {ay} es decreciente, a - ak+1>0)
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Ademds

S2ne V) = S2n42 =52, + (ag, 1 - a3,.5) > 55,

entonces la sucesion {Sk} es crecientey acotada , luego existe el l#mi

te!
Iz =
ﬂ—l»::”o Szﬂ s.
También :
lim § = lim (S, + a )= Ilim § lim a = §
nome 211 e 20 2n 177 T 2 +niz 2n+1

entonces {Sni converge a S.®

EJEMPLO 3!
oo el _
i) 7%=1 (n” =1-_; +_.;—-—j-+..... converge .
oo n=1
ii) (-1) - =1 . Lo L. converge.
n=1 log (n+1) log2 log 3 log 4
5) . ya que ! > ! . lim ! =0,
log (n+ 1) log (n+2) n-oo log (n+1)
oo nel
#i) 2 -1 = 1. L + I converge .
n=1 " z B
i) S D" sen L converge ya que :
n=1 o
sen 4 - sen—23 = 2 sen ! cos_i’l_f'_l__>0, )
n (n+1)- 2e(n+ DD s Y 2n(n+ 1) .
lim sem - = 0, d B
1200 n s
EJEMPLO 32, - “
oo -
Demostrar que la serie altemada X . (- 1)" ! a, diverge si
n= :
nel
an = —.i—, + L ::
Vn n .
Solucion . : s
I I (1. L,

a « a = -
2ne 1 Zn ’/2”' 1 4—2”_ 1 1/2"‘,1 2n
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! 1 I {

= ——— + +—-—
’VZn-.{ v2n 2n - 1 2n
entonces
Sap T @y ap+ a3 c g+ ... xoay, - dy,
_ I L 1 { 1
—(I-—L+_-...— Jr(le 2 p = 1+... +=—) — 4o
¥z T V3 Vin 27 2p (n00)

NGtese que en este e¢jemplo, evidentemente

a, >0 , lim a = 0
n . n
71500 -
sinembargo la sucesion { a,} no es decreciente. ®

EJERCICIO 74

o0
Demostrar que la serie alternada X . (- ym 1 a, diverge si
2:
I

a =
7oymae ol

-

Sugerencia.
Método similar al ejemplo 32. e

§ 14 Convergencia absoluta

TEOREMA 9 (Convergencia absoluta )

. . Lo
St la serte 2

[+2]
| a | converge entonces la serie X 2, también
n -

1" n=1 "7
converge .

Demostracion .
Apliquemos la condicion de Cauchy ( Teorema 2)

Sila serie X |a | converge, dado ¢ >0 existe N tal que
n > N implica |a, | +la, o+ 77T \an+p| < ¢ (paratodo p)
enlonces tenemos !

\an+1+-..+an+p{ < ey gl+ees +|an+p[ < e (paratodop),
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o sed que la serie X a  satisface la condicion de Cauchy .
Otra demostracion .
Drra

Sean
enionces
0<p,<2lal . 0<gq,< 2lal,
porlo tanto , las dos series de términos po sitivos 3p, . X gq, convergen.
Pero como  a, =-§—(pn- q,) entonces del teorema | la serie 3. a, con-
verge. ®

Dada una serie % a,,st 2|q,| converge , se dice que % a, con-

verge absolutamente .

Fl teorema 9 puede espresarse como sigue :

La convergencia absoluta implica la convergencia .

EJEMPLO 33
i) La serie s ; (- 1)""(-—1—2- converge absolutamente ya que
n= n
o o3
DI FI)”‘I —-1-2- | = 2 —Lz’ converge.
n=1 n n=1 =

ii) La serie X 1(— o —'—i— converge (Teorema8 ) pero no converge abso-
n= *
lutamente . g '

Si una serie converge pero NO absolutamente , se dice que la serie con-| .

verge condicionalmente . .t

Por ejemplo , las siguientes series cogvergen condicionalmente :
r
g syt L g shenr! A i) 3 07! sen L
n=1 L . ' {r? n= n .

EJERCICIO 75,

Sea X a, una serie converg ente absolutamentes demostrar que las si-

guientes series convergen absolutamente

2 .

i) i1) a a .
2 s " (a #-1) i) L —I—5

z a I4a, n 1+ a,

M
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Svulucion

N
2
la) | < l

i) ZN
n=1 n=1 7 =] 7

ii) Se tiene que lim a_ =0 ya que % a_, converge , entonces
n-oo 7 : G

. % ) 1
lim la,| = lim —— =1,
Nsoe I+ a)2 160 | 14 an*

porlo tanto, la serie 3 Q an/(1+ an) | converge.
a2
iii) De i)y ii) se fiene que la serie 3 T—-—”j- converge .
+ a
n
EJERCICIO 76 R

o9
Sea % a, wunaserie convergente condicionalmente ., Si {pn} A q,}
n=1

son subsucesiones de {an§ Jormadas por todos los elementos positivos y

" por todos los elemento s negativos respectivanente , demostrar gue

oo o

2 pn = o0 . Z qﬂ = —o00

n=1 n=1
Solucion ,
— T
Sea Sn ap+dy+ees +a, entonces {Sn} es acotada, o sea que

existe M tal que

{Sni <M para todo n.

Dado n, existe algin m tal que

n
o

l]1+q2+-...+qn+p1+...+pm_n=dl+d2+---,+dm m,

OSl’a‘
gl +lagl+e e +1q,| S Py 4eee +0,+ M.

oo
Esta desigualdad nos indica que si 3 p, conuverge entoncesla serie-
v n:l

oo o .
by | |q,| también converge. Entoncesla serie 3 la | también conver
n= . .

n=1 n{

ge ya que:
‘ﬂjx-f-!dz‘ Foese ot \“Nl =p] +p2 R +p]'+ iq” +llq2E +"-‘+!qN-]"
(para algin j)
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s T i
<2 p + I a t < oc .
~ i

n=1 n n=1 n

Pero , segin nuestra hipdtesis de la convergencia condicional , la serie

[s<]
z . ia,| diverge, porlo tanto, laserie 3z } p, debe diverger.

o0
De lamisma forma, la serie X q, dverge. ®
n=

Por ejemplo , la serie

3

n=1

= a _S‘N _(;_1_)_’1.—1-:1._;’_4_1--—}—-4
n n=1 n 2 3 4

converge condicionalmente , y

\gl
"
il
—
+

i lH
4+
+
Il
+
2

EJERCICIO 77,

w} Sea . - nw sen t 4 .
n (n-Dm ¢t

demostrar que la serie L a, converge condicionalmente .

Solucion .

’

i) (2n- Ur 2nm
sent Jt sen I dt

as. (- dn =
2ne 4 = 2-2n t ( -7[/1- 7 S -

4

-

\ K oo .
- f” sen X dyx - (‘ sen x dx

e — b —ee
[#) X = (271-2)77 (2] X —(-,?ﬂ' m

T - -
[ sen xéx f sen x dx
. _0 - 0

:_.‘{—l___l___.__

T 7
n-1:
(2n- 2)7 22w :

También : i

T e——————
rnln-1).

ay |- dz, = fﬂsen x;__l_-—-— -———-L——"i dx » 0,
7" <n ) x+{2n- 2)m x-(2n - Dn &

entonces
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2N N
« = % (q + 4y, ) converge cuando N o=
w=1 " feg 2k % £
ademds

nw i 7
| _i_se_g__t.[_d[<_____ sentdt > 0 (pn o~)
! \(;{-x)n : (n - mg

cntonces la serie Z an converge .

- ("” (-1)”'1 sen x dx |

i) a,l = |
3] ;
0 x+ne )=
7 : I 2
,
= f Sen X dx > [ sen x dx = = :
o x +(n-1pg nomo nm o, E
luego
. .2 > -
}’lanlz‘\" 2;1—75—:“’0' 2
nir g 1’4
por lo tants , la convergencia de la serie es condicional . ®

§ 15 Comparacién con la integral impropia

Sea f(x) una funcién Y
i [,
decreciente en [ 1, =) 5= 0
(ver Fig. 21), la suma \
n :
h (k) esigual al
k=1 4 § \\
area total de los primeros f(n
. . 7(2
n rectangulos circunscri 4E1NE ®)
os alacurvay = f(x) f(n){ I~~~
luego: : 0 1 2 3 B k+l n nel X
2111/(,\');;];1[(94') dx (16) FlG, 21

También ,de la Figura 22 se observa que

H

PRV 7;‘1" f(x) dx (17)

De (16) y (17) . se nota que la serie = f(y) converge siy solo si la in-
n=
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tegral impropia Y
j1°° f(2) dx

converge . Mds precisamente, y = f(2
se tiene el siguiente teorema:
YA
3 }ﬂk)\ :
I
0 1 2 3 k1l k nl n X
FIG, 22

TEOREMA 10

Sea f una funcidn decreciente en [ 1, o« ) tal que lim f(x) =0,

X500

Sean

n n n n

n n
s = B, T, = , =5 -
%=1 f(k) n f1 f(x) dx d T

entonces tenemos

(i) 0 < fln+1) ( d,.1 < 4, < f(1).
(ii) Existe el limite: lim d =d. x
100

oo 7
(iii) . f(n)  converge si y solo si lim fl flx) dx existe.
n=. 7500

(i) 0 d -d g fk) (para todo k )

Demostracion .

(i) dﬂ - dﬂ+1 =(Sﬂ - Tﬂ—) - (S”+1 - Tn$1,

=(Sn- '(Tn'T

n+i

. n+l ,
el )= fasr 1)+ {z [l dx (18)

&

1 - 1
= _fn+ f(x) dx - fn+ flne1)dx > 0
n : n

ya que [ es decreciente. Entonces {d,} es decreciegte.

Como dy =81 - Ty = f(1) - 0 = f(1) , entonces

d, < f(1) paratodo n .
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Tambien ,

dy,q = [(ns1) = Sped = Tpoa- fav =5 - T

H

S - a2 5w - 2 e a
A R L S L T AL

1

Zn
k=1

b
[ ) - f(0) Y dx 3 0.

(ii) De (i), evidente. (iii) De (ii), evidente.

(iv) De (18):
n+ 1
dn - dn+1 = {2 f(x)dx - flnsl) & fln) - f(n + 1)

entonces

8

Iy dy) S 3 U0 - [lre D

Eod

o sea

dy - d.< flk) -0
ya que  Ilim f(n) =0, ‘
700 ]

Notese que la desigualdad (iv) puede expresarse como :
n n
%_1 [k} - f} flx) dx - d = O(f(n))

O sea

%‘:; (&) = gﬂf(x) dx +d + O(f(m). (19)

EJEMPLO 34

Investigar la convergencia o divergencia de las siguientes series :

o0 o0
o s L i S ——
n=1 n n=2 nllog W™ .
Solucion .
S . o dx _
i) Comparandola con la integral [ %+ Se ve que la serie converge si
1 x

k> 1, divergesi k < !,
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o0 dx

;i) Comparemosia con laintegral f2 m
dx

[ ~ dt ( = o)
x(logx)/a IT e

R /1o R) (k< D)

—1 log ¢t (k=1)
1 1

- (k>1)

k-1 ;5'1

entonces la serie converge si k > 1 , diverge si k < 1.

EJEMPLO 35.

Hallar la suma total de la serie

T el L

Tl'_'l n .
Solucion
n . n .
Sea 5. =S L 1 = 3" oL
n k=1k n k=1 k ,
entonces :
— 1 i 1 i 1
i f. Tzn —1'—2-+"§-"'4_'+000 +2n.19—2—-’;—
1 Ji 1 1 1 1
=1 o) e 2= s )
| RN " Zn 2 4 in
. 7,11
= S -5, =1 dx +c+o(__n) |
n 1 1
— — O(—L
3 {f'xdx+C+ (n}

={log 2n+ C+ O(-—I-)}-{logn + C +0(—1—)}
n . £ n
R s
log 22 , 0(L) 5 lg2 (now)
”n - n

3

il

. L | n 1
donde C = lim (3 — « [ — dc).
72300 k'—'lk 1 X
s
Por lo tanto
el Lo L0 = g2,
E—"— ( n 773 4+ g
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NOTA

La constante :

C = lim (3 —. logn)
nsso k=1 k

se llama CONSTANTE DE EULER y su valor aproximado es :
C =0,5772156, ... e
EJEMPLO 36
Investigar la convergencia o divergencia de la serie :

o 1 ;
3 ('“n+(l +—'l+... +L).

n=1 nyl 2 n
Solucion
Sea ; 1 . ..
+?+”'+—n—:f1—x_dx +C+d,
{4, §71 ( por el teorema 10, iv ).
Entonces :
o0 oo ntl B d
=3yl fogn 037 €M 5T el % (g
n=1 na 1 n=1 n4l n=1 n+ 1 '

las primeras dos series en (20) convergen condicionalmente ya que

2

n + 1 n+ 1

son decrecientes y tienden a cero , mientras que la iltima serie en (20) con

{Logn y 4

verge absolutamente puesto gue

5" ('1)n+1_dﬁ_ < R S < oo,
n= 7+ | n=1 nn+ 1)

Nota
Utilizando el simbolo 0 se puede proceder como sigue :

2] ’4 1 o0 7’2+1
C Ly e s™ e v o)y
2 n n=1 n + 1! n

~

n=l p 41
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o

i

o s® gl _dogn ¢ 5T pmrl_4_ 3T oy,
n= n+ 1 n=1 n

n+ 1 n=1

las primeras dos series alternadas convergen condicionalmente , mientras que

Jadltima converge absolutamente .

EJERCICIO 78

Sean p y q dosnimeros naturales, p > q 2> 1, sea
bn 1

X = —

" =g+l k
demostrar que .
7 ,;l_t,’o”u x, = log p/q.
Solucion
n i _ i
X = = logn+ C+0(—=) ,
k:] k n
R I U e &
” k=1 k k=1 &k

i

(logpn +C + O(1/m)) - (logqn + C+ 0(1/n))

logpn - log qn + od) = log 2 o) - log L (noo) .
" q " q 1
Observacion

Se puede demostrar "el resultado deseado sin utilizar el teorema 10 como

sigue:
b I 1 -
X - 2 —_— + + ez s F m—m—————
7 kegnil k g+l @m+2 g +(p- @n
1 1 1 ’ 1 1 o
= +_1_+ —2_4.-... A (p-q)n
1L gy g+ 22
- 1 (-q)n 1
7o g=1 q+ (i/n)
-q . p-q :F
- jp 4 = Jog(g+ t)| = log 2
* (pow) O q+t 0 q .®
* Nota

Dada una funcion f(x) continua en [0, 11, se tiene:
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1 |
I Hx)dx = lim — 2 fGi/ma). =
0 i=1

7700

EJERCICIO 79,

flallar la suma total de :

o

SN C5 7 L T S S
n=1 3n-2 3n-1 .
Solucion
N
2 ('l)n.:li 1 N 1 }
=1 3p-2 In-1
AL 5
=re L. L L Lo NI L N
2 4 5 7 8 3N - 3N - I
1 (- )N (- N+1
SOl em gy e L,
2 3 4 IN- U1 3N
[ S (- HN+1
S G L +
3 6 9 3N
1 2 : . ..
> log 2 - ~=Jog 2 =~= Jog 2 ( Ejercicio 35).
(N <o) £ 3 ¢ 3 o8 ! e
FJERCICIO 80
Demostrar
n —
D e | L = tg2ym + S o0l
3, =la— ... 4 o n o+ — +0(—=
E<1 2k - 1 R P £ 2 z
donde C es la constante de Euler.
Solucion
-7 1 1 1 1
o =1y 4.,
k=1 2.1 st 25 - 1
=y 1, L 1 1 ._1_§_—1- 1+i+... +L§
} +2+3+..+n.1+2n 2{ > -
={/r)g2;1+C+O(1/n)}—-é-{logﬂ+C+0(1/n)}

:[()gzn-ilogn +,_('- + O(i) = logZ\'/;q--*-—C--{- 0(-1—)0
2 2 n 2 n
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EJERCICIO 81

Demostrar:

o0
Sugerencia
1 _ . 1
(402 On 2.1 2+l

aplicar el ejercicio 80 y

7
b

A = logns CrO(1/n).
1 k ®

EJERCICIO 8 2

Demostrar las formulas siguientes ®

n
p s dogk - d (1,024 0( 087 ( A= constante.)
k=1 & 2 n
n
ii) % 1 = log (logn) +B +0O( L) (B = constante)
k=2 klogk nlog n
Sugerencia
Aplicar el teorema 10 para
.. 1
D) f(x)= log x/x * i) fle) = e
4 ¢ ’ f (x+1Dlog(x+1) .

Hay que demostrar que las funciones empleadas son decrecientes . g

EJERCICIO 83 o

Demostrar:
s : M
i) %nl log (1 +—Z—) =alogn+D + @(1/r) (a>0,D = constante.)
- a
(1+a)(1+-§-)... (1+—,-1—)

ii)  lim i
100 n

=L existe y L# 0.

Solucion

i) Del teorema 10 :

n n
< a, = 2 0 1.4))
leog(1+-z-) f1 log(1+x)dx+C+ (log(«}-’z
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=(m+a)loglnra) - nlogn - (ay Dioglarl) + C & O(ZOg_(1+%)).

PC’TO, *
O(log(1+4)) =0(1/y) ~Nota
(n+a) log(n+a) =(z+a) log n(1+-%)
=+a)logn + (n+a) log (1 + %-)
=(n+allogn + (n+a){—:li + O(;_r)},
n
entonces
n
v

il

alogn + { a-(a+ 1) loglav1) + C} + O(1/n)

— lt)g 1-{-——)
. d (
- alogn+D+ 0(1/72)

donde
D =a-(ar 1)log(a+ 1)+ C,

ii) Tomar logaritmo de la relacion en (i) (L = #0). m

* Nota

logl(x +1) & x st ;>0..

§ 16 Criterios de Dirichlet y de Abel

Dadas dos sucesiones fa,b v (b , sea

-

An=a1+a2+...+an, A =0

entonces

k=1 k=1
n n
P A R
=3 A -En-IA b
b=1 kk b=o R Tk+l
n-1

= %‘:1 Ay (by = bp 1) + A b, - A by (A, =0) (21)

Wilizando la formula (21) tenemos el siguiente teorema :
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TEOREMA 11 (Criterio de Dirichlet )

Sean {a ni » 10,1 dos sucesiones tales que
) {A ={a;+a3+... +a,} es acotada .
1) {bﬂ} es decreciente y tiende a cero ,

’ - -]
entonces la serie X @, b, converge .

n=

Demostracion
En (21) , A b, ~» 0 (nwe). También:

el =t )
3 WA g - b D1 = 3 A1 - B )

n
<ME:1 (b - bp, 1) =M(by-b) < Mby ,

o
por lo tanto , la serie 2. AL (bk - bk+1) converge absolutamente.n

" EJEMPLO 37
Demostrar que las siguientes series convergen :
i)-n:ol - sen nx i) ﬂz:; —;Iz-cosrzx (x#0).
Solucidn

.

Del ejemplo 20, las sucesiones :

{En coskx} (x#0 ) , {kE_: sen kx }

A}
->
son acotadas, entonces el criterio de Dirichlet nos garantiza inmediatamen

te quelas dos series i) y ii) convergens ® )
. s
NOTA )
La convergenciade las dos series i) y ii) es condicional salvo
algunos casos excepcionales .

o0

1 2 bl | 2 _ w1l _
”E_.__ - cos” nx + nE:I—’;- sen nx = %zl» el
o0 oo 3 -
= —"—5— cosz nx - 2_1 L serz2 nx = 2_ —-i— cos 2x converge
n=1 n= n n ix#0, 7.
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. i 2
entonces las dos series 2 ~ €0s

Pero como :

p2 -’:f— cos? nx < Z—i—- | cos nx|

3 —;f— sen” nx <2 —i—}sen nx|

, 1 . .
entonces las dos series 2 ]-—,f— sennx |, X|7- cosnx| divergen si

x#70, n.w®

EJEMPLO 38,

o o0
Demostrar que si 2 a, diverge entonces X na,

n=1 -
verge ,
Solucion .
5] . n
Suponemos que = ] n a, converge, entonces la sucesion {2 | k ak}
n=1 =

es acotada, Por el criterio de Dirichlet la serie

(o] 001
b a = % —(na)
n=1 n n=1ﬂ n n

converge ( absurdo !). o

EJEMPLO 39 (Criterio de Abel)

Sean fa,l, 16,1 dos sucesioncs tales que
o0

i) 2 a  converge,
n=1 7

0

ii) §b"} es decreciente , b ’

n >

o0
demostrar que la serie I | % b, -converge .
":

Solucion .

o0

Sean 2 a = A , b b (nox),

n=1 /] n
en (21) tenemos :

A, b, - Ab (ns) .

Con un razonamiento idéntico a del teorema 11, la serie
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también di




converge absolutamente ya que { A} esacotada (A -~ A implica que

{A,} esacotada.).m

EJERCICIO 84

Investigar la convergenciao divergencia de la serie :

s (1+.¥2_+ ve. i )sennx

n=1 n n .
.Solucz'O'n
Sea 1+.i+,,, +.L=logn+C+d
2 n n
entonces (T eorema 10): )
1
Tenemos ?
ST Ll L) sennx
n=1 n n
= 3 log”sennx+ b ._C.sennx+ b3 dn sen nx,
n=1 n n=1 n n=1"7

las dos primeras series convergen de acuerdo con el teorema 11, mientras

que la #ltima serie converge absolutamente ya que

-y d ' sen nx 1
b3 ‘_ﬂisenﬂx‘,éz ” 52-;7 ,
por lo tanto , la serie dada converge.

§ 17 Insercién en paréntisis '

-
v

o0 s . o~ )
Dada-una serie % a4, , agrupando tos términos y insertando los ele
: r=1 r

mentos de cada grupo en un paréntesis se obiiene una nueva serie .  Por

ejemplo, a partir de la serie:

sT el o1, 114 114l
n=1 -

agrupando los términos dos en dos :

1-1 4+ 1-1 4+ 1141414 .
0 0 0 0
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sc obtiene laseie S 0 =04+ 0 + 0 + ... . Noteseque la serie

original s (1) diverge mientras que la serie X0 converge a cero.

o .
En general , dada una serie X R insertamos los primeros p(1) ele
: n=

mentos en unparéntesis , sea b; su suma :
51:ﬂ1+¢12+-..- +dp(1)

insertamos los p(2) elementos siguientes en el segundo paréntesis , sea
by su suma:

by = ‘e a

27 %1 Y a2 Y T Spap(2),
asi sucesivamente , sea b, la sumade p(k) elementos del k-ésimo parén
tesis :

bk: oo +

Lo Daeeapb-De1 ™t oD, spkeD)s2 © 2o Do s 4p(R)

k ok ok ok k *x k k k Kk kK ¥ * X

-~ _ a, = (a1+“, . ap(l)) + (ap(1)+1 R ap(1)+[7(2)) + (‘_____,

n=1
[ _—
by by~
D o)) (D spte 021 (D o)
— — —_—
b,,c
FIG., 23

o
entonces asi obtenemos una nueva serie % . b,  que depende de la se-

rie original y de la sucesién de los ndmeros naturales {pR)}. ( plk) es

el niimero de elementos en el k-ésimo paréntesis. )

TEOREMA 12
o0

Si fa serie 21 a, convergea S, lanueva serie 2 b, obtenidapor

la insercion en paréntesis también convergea S.

_/2_5;_710 stracion
Sea Sk. Sdp v dy e + G entonces dado ¢ >0 existe N
tal que
# » N implica !5), -5 < €. (22)
124
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como P +p(2 + ... +pk) 5400 (ko) existe K tal que

p(D) +p(2) +... +p(K) 2N .(verFig. 24)"

7

x % % x K % ¥ X ¥ % x ¥ ¥ ¥ ¥

,,{__// 5
N -
~ by T 7 + + bk
(al+a2+.. +ap(1)) (+ 7 <+ +... +ap(1)+.+p(k))
® ® ©
FIG. 24 p(D+... +pk) 3N_si k3K

Sea Tk =b1+b2+... +bk entonces

T, = (a1+... +ap(1))+('ap(1)+1 PN ) TE +( (s +p(kb

SoDap(Ds .. 4p(k)

Si k> K entonces
p( D +‘... +ptk) 3 p(D 4. +pK) 2 N,
luego | .
\Tk - S‘=‘SP(1)+PW(2)+~ +p(k)—s‘ < € ( por (22)),
esto es, -
T, - § (ksx), m o

Segiin el ejemplo observado al principio de este numeral,la convergencia

de la serie X b, no siempre implica la éonvergencia de la serie original

2a . Sin embargo 5 bajo algunas condiciones , la convergencia de la se-
rie £ b, yagarantizala convergencia de X, , como sigue:
TEOREMA 13 ® %
Supongamos que i) lim a, =0 ii) {p(k)} es acotada, entonces la
77500

convergenda de la serie 3 by, implica la convergencia de la serie ongmal

Zak.
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Demostracion

Sea M unacotade {p(k)}], o sea

Sean .
Tk=b1+b2+"'+bk' Sn=a1+a2+.. +a,
AY Tk > T (k>w), entonces dado ¢ > 0 existe K tal que

E > K implica [Ty - T | < /2,

plk) < M para todo k=1,2,3,.. .

Como a, - 0 , existe N (escosemos. N mayor que p(D+p(d .. +p(K))
tal que -

5 N implica a | < (24)
n implica | a,| Yy

$in » N, existe k > K tal que (wver Fig. 25):

e

PD4p(Dwees +pB) & 1 < PO 4 p(Dr ver +plR) +plhe)

0 sea
Sn T Al e +ap(1)+..+p(k)+”' +a,
THbprees bl a e T T
= T, + [ap(1)+... aplbal + an}.
¥R K K X % K % % K E £ M ¥ 5 ¥
2T alo mds p(kel) — 1 términos
(al+a2+....) ( +ép(1)+..+p(k))+ ap(1)+..,+p(k)+1+ co o+a,
b1+!l- o..+.bk A A
e/ 2M e/2M

FIG, 25 ( Andlisis de Sﬂ) :

Por lo tanto :

1S, =T 1 = |Tp - T +1 a

YoDis wpiel 10 T % H
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ST =Tl + \aP(1)+.. +P(k)+1‘ *eeee + |

D S N
)
e/2 e/2M ~ e/2M

<7‘+Mx-—-€—=€,

esto es,

EJEMPLO 40

1
Sean a; =1, ap =—;— ,a3=--2—, en generdl

2 =i2ﬂ sio P ghgrol g
b

@ =-de s Pl ol

x>
Laserie 3 a diverge ya que
n:
21
5 - -1 J I |
S T
k=2

esto es , la serie NO satisface la condicion de Cauchy (2”-»00,—21—-*. a9).

Sea p(k)=2k'1 , entonces
b1=41 =1, b2=a2+a3 =0,

en general , ’

-

b, = skl L) kI L)y
BT Ay +“.2k+1+ A ,,( x—x)+ 2 x ( 2‘{") '

entonces , la serie 1%‘1 by, =71 4+0 4+.,.. converge .

Ndtese que {p(k)} no es acotada. e

EJERCICIO 85 b

Sea X a, una serie de términos positivos . Demostrar que si la serie
;
b b, , obtenida por la insercion en paréntesis, converge entonces la serie

original converge .
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Sugerencia.
oSttty

o0
Sea I b, = T , entonces T es una cotade la suma parcial de
n=1
la serie 2a , m
n

EJERCICIO 86
Sea X a, una serie tal que G, - 0 (ns). Sea S, lasumapar
cid de los primeros n términos de la serie , dado un nimero naturadl ¢

si Sqn tiende al limite S (noco), demostrar que la serie converge a §.

Sugerencia .

Aplicar el teorema 13. ®

§ 18 Reordenaciéon de una serie .

00
Dada una serie X @ cambiando el ordende la suma obtenemos
n=1

00
una reordenacién de la serie dada , es decir , una serie X y b72 , formada
n:

o0 oQ
por los elementos de 21 a, , se llama una reordenacion de 21 a, si cual
o0
quier término 4, aparece en algin puesto de 21 b, unay solo una vez.
Esto es, b, debe ser elemento de la serie original X a, , sea

= = 1,2, 3,000 ) (25)
b, %sln) (=

Entonces para cualquier % natural , @ aparecerd como un término de la

serie X b, , Osea que existe uno y solo un nimervo natural » tal que

k= s(n) ,

en este caso , la serie

o0

b =
%:1 n n=1 %stn)
’ .. . . * * Nota
es una reordenacién de la serie original A
n:

Por ejemplo,

1.4 1 1 1 1. 1 1

PG e Rl e T = I N R R ]
3 2 4 s 7 6 8

es una reordenacidn de la serie
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N P SR S L
1 .2.+3 4+5 6+,“... Y.
O 606 © 0
1 1 1 1 1 1
1 +—3—+—E+—§+—6- +-7—+—4-+.---.

es una reordenacién de la serie S -1 , en cambio :
n= n .
ONONOROIONMGCEGEONO
2+ 4+3 4¢84 54+ 64+ 7 +1649 4 104,...
00 ¢s una reordenacion de la serie 21 n  ya que el nimero I no aparece
n:

nunca en la serie .

* Nota En términos matemdticos , sea s’ una biyeccién de N sobre N:

7 por———y S(ﬂ) »

o0
entonces la serie X es una reordenacidén de la serie original

a
n=1 s(n)
Zoo
a, . .
n=1 7' ®
¥ K % B & %X Kk % %
Dada una serie convergente , aiguna reordenacion puede tener la suma
diferente , mas atin , alguna reordenacién puede diverger (ver Teorema 15,
v .
ejemplo 39 y FEjercicio 76), sin embargo tenemos el sigui ente teorema pa

ra una serie convergente absolutamente : -

TEOREMA 14 -

7 M
o J
Si la serie X @, converge absolatamente , entonces cualquier re
n:

.-, v -
ordenacién converge tambien absolutamente , y la suma total es iguala
200

a . , .
n=1 "

Se puede expresar ¢l teorema 14 como sigue :

Para una serie convergentg absolutamente , el orden de la suma no tiene

importancia .
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. esto es

Demostracion .
Sean

Sn=a1+a2+... + a, , § = éir‘l;sn

entonces dado ¢ >0 existe N tal que n 2 N implica

i s, - S| < €/2

”n

(26)

i 3 la| <e/2 .
n

Ndtese que i) es la condicion : S, » § .,y ii) es la condicion de

Cauchy parala convergencia absoluta de la serie % a .

o0
Si X P as(n) ¢s una reordenacion de la serie dada entonces existe M
il
tal que

{1, 2, ... NV Cis(D, s(2, ..., s} #Nota

* % % %k k Kk ¥ %k %'k ¥k x k %X ¥
# Nota. Estoes,lasumaparcial ayyp + dgg) + +++ + Ggy) coniie

ne todos los términos aj, ap,.. , ay - lo cual es siempre posible R

para M suficientemente grande por ser una reordenacion . ®

* Kk & % * ¥ % Kk k % k K X ¥k k ¥

: n
Sea T’2 = Ezl as(k) , renlonces si n ; M tenemos’

Tfl = aS(I) + oee s+ us(M) + o0 + as(n)

={aj+ag+ oo +aN} +{lasumade n—-N elementos de indices B

— mayores que N |

SN

luego :
R ljin
iT, - S| =|Sy = § + {lasunaden-N elementos de indices mayores que N '

LISy =51+ > al < £ 4 £ =
ISy = s k=N+1l pl <5 rg =
——
por (i) por (if)

lim T, =S5,
n

00

130



o

3
n=1

a

s(n)

La convergencia absoluta de la serie es evidente ya que

N
=1

\as(n)‘ < 2 !an\ para todo N . -

3

] Nota
Como {s(1),s(2,.. ,sn} D (s(D,s(2,..,sM)} 2>{1,2,..,,N}
enfonces

(5D, 52, 0nn s st} = (1,2, con y NRILHDL D5 c0s s jn =N}

donde (1, j(2).... ,jn - N) son niimeros naturales mayores que N.

Entonces

2n-N
a, +
L.

2N n-N
=1 k) » 3 1% S

T =

n } ak ‘ < € /2
En cuanto a la serie convergente condicionalmente , el orden de la suma

4 esmuy importante como se muestra en el siguiente teorema :

TEOREMA

b,c (b2

Sea =
n=1

159

a
n

una serie real convergente condicionalmente, sean

- »
c) dos ntimeros dados . Entonces existe una reordenacion

o0

as(n) tal que

n=1

n
Iim X

n
L k=1 :

= Coe

as(k) as(k)

=b,lm2
k=

A - ) ,
En especial , si b= ¢ existe una reordenacion cuya suma total esigual

24 b. Si b=c= xo , existeund reordenacion que diverge @ > .
Demostracion .
i 7 ormadas por todos los
Sean {p, %, lqn} las subsucesiones de {an§ form po

elementos positivosy porlos elementos negativos respectivamente, entonces

(Ejercicio 76 ): )
(27)
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Ademds , la convergencia de la serie 2 a, implica que a, - 0, o0sea

pn_) 1] N qﬂ .-)O (n—;oo). . (28)

De (27) existe algin n tal que

Pr+ba+eve +p, 3 b

sea H1) el minimo de tales n. De (27) existe algidn ndmero natural p &
tal que i
(/)1+---+pt(1))rql+q2+...+qn < ¢ ,

sea u(l) el ntmero minimo de tales u , o sea

>
+(1u(1).1 P2 C

. ' + 00 < .
(Preeevpyy) Pl S €
Abora existe algin ndmero natural n tal que
e - + e + >b ,
Wreeee wbypletaree v ey gt 2y Py >
sea H2) el minimo de tales n (wer Fig. 26 ). Existe algin nimerv natu-

ral n tal que

. +pt(2)}+q +oo +q, < c,

§p1+..‘+l>t“)i+§f11+-“ e b+ip w(D+1

+
(1) H+1

sea ul(2) el minimo de tales n. Asi sucesivamente se obtienen dos suce-

€ 0k ok * ok & k K E ¥ *

pz(1)+1 ‘3(1)42 e
e . - s e e e e e
b ) i;“,
,——-¢\_\,——.d\.ﬂ s
c 0 b
W \—\,—Ig.‘v_._a
Full) Gull)-1 q, ql
DT S

Tl D42 01,1
FIG. 26 e
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ciones de ndmeros naturales {#k)}, {a(k)} y la serie

.s .e .e .o 29
e e T T gt Tt (29)

es una reordenacion de la serie dada 2, a, . Evidentemente el limite su-
perior de la suma parcial de la serie (29) es b ya que pr;a 0 ,yelli-

mite inferior de la suma parcial de la serie (29) es c pueswo que g,~0.
n

EJEMPLO 41

1

o0 - 1
Sabemos que la serie T (-1)" L -g. -—1+—3 ST e
n 2

n=1

converge condicionalmente a log 2. Abora encontremos una reordenacion

que diverja a +e. Consideremos :

P R R B S
2 3 5 4 7

\OIN

+_1_-—1-+ s oee
11 6
N N e

0, @ Q@

ST . .. i : - .
\ en la cual el ntimero de términos positivos que sigue al término negativc au-
menta como '@,@,@,@,... .
’ Sea T, la suma parcial hasta el n-€simo témmino negativo :
. 1 1
- T o=1.4,,,, 1 ! U S R
: n 2 nln-1)41 n(n- 1)+3 n(nyl)- 1 2n

entonces

S ' 1
T =4{14~4 2 . —_——_—t — Fo—
L A o A A 22
’

.t 11 1 11 1
= 1 —_—— — . - et — .
i+ 2 3 " s D) 2 4 n(n+1)
1 1 1
—‘ -t =s=+ . +=—}
H 2 4 4 n
g n(n+ 1) d i
‘ —logn(n+1)+C-—fl 2‘ +C]-7(logn+C)+ 0(1/n)
:
[

= log Vr+l + log \/2_ +0(1/2) 5 4o (nsoe),
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Como T, eslasuma parcial cuyo dltimo elemento es negativo, entonces

la reordenacién considerada diverge amds infinito .
®

EJERCICIO 87

Hallar la suma total de las siguientes reordenaciones de la serie

g-1 1
s oyl L

1 1 1 1 1 1 1 1
ol y=- =i S 2L
3 2 5 7 4 9 11 6
gy 1. 04 L o1 1 11
4 3 8 ) 10 12
2 S N S i . L
3n 3 in- 1 2 3 2n
) 1 1 1 1 1 1
e e e S + -}
2 7 {2 4 4n 2 n
:(log4n+C)-—;(log2n+C)-—;-(lOgn+C)+O(l/n) g

log—é—+ O(l/m) = log 4 - log \/'—2_ (17>00) o

V2

it

1 11 1
i) S, =11 4= .+ P + =1
s Sl L ”
1 1 1 1
= 1 — ~— . - — e -— -t . +_}
Hege 3+ -Gt sl in

= log¥2 + O(1/n) o log /2 (nsoo) . °

EJERCICIO 88 e

o0 o
Dada una serie’ convergente 2 . a, , sea > dy(,) una reordena-
n: ’z:

cion ( es decir, s(n) es uma BIYECCION de N sobre N). Sea

(n) = |sln) ~ N '
rin ,!Sn nl l@ug [ak|

1 ]

si rln) » 0 (n-w) , demostrar que la serie X a converge y que
n=1 s(n
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Solucion
Jotacion

Dado ¢ >0 existe N, tal que
n
n >N, implica ‘%:1 a - S| <e/2 , tn) < /2,

donde S es la suma total de la serie dada, Como s es una biyeccion

de N sobre N , existe m, tal que

(i) {s(D,s(2),...,sm)) } D11,2,..,N}

. - (30)
(i) s(mo) > s(h, s(2,..., s(No).

Dado m > m, , sea

j = Mdxim cis(), s(2}, ... , slm) }
entonces ’
{L,2,...,j1D{s(),s(2),...,stm) } DI{IL,2,.. , N0§ , (3D

luego ¢
m ,
)y a + z’ a = 2] a
i=1 s(k) el s(k) b=l k

donde S es la suma parva todo & > m tal que

stk) € {1,2, . ,j} -{s(D), s(2, ..., stm) } . ~

!

Pero :

|k§’m ayp) | < el nimero de te'rmi.nos‘r‘?ie s’ } kS'up p “;1

P
-

= (j-m) Sup |ay]  (32)
] k;ﬁz A
Por otra parte , de (ii) (30) tenemos:

j = de{s(k)/k:lizlostl mf =lex. { S(k)/'kzNolNo"'IJ"'m;

entonces

jom =slky) - m g slky) - kg (33)
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donde k, es algin nimero entre N_ y m.

De (32) y (33) -tenemos :

|3 e | < tstky) - kg | S o]

<istky) - ky} Sup |ay| < /2

k>k,

yaque k, > N, . Como j > N_, entonces:

o - [o] P
i
lkél ak - S‘l < 6/2 ’
luego :
ima -Sl—lea-E’a -5
k___l S(k) - k=1 k k>m S(k) i
< | zj s s? < €
STZ @ Sied2 ol <5+5 =
Esto es :
kZ:I ds(k) s . | ]

EJERCICIO 89

Hallar una reordenacion de la serie % (- I)n-1>_717__ que diverge a -,

n=
Sugerencia
Similar al ejercicio 39.

1 1 1 1 1 1 1 1 1
- —-—+ —-+-—. — +
2 3 4 6 5 8 10 12
N———

o & ©)

§, 19 Suma de Cesaro

o0 .
Dada una serie X L % la suma total es un valor numérico determt
n:

nado por el limite : nljz S, donde S =aj+ay+... + a, siemprey

cuando el limite exista. Adn en el caso de la serie divergente seria conveni

ente asignar un valor numérico a la serie de acuerdo con alguna regla deter.
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minada , pero tal regla deberia producir la suma total en caso de que la
serie sea convergente para que una serie no tenga dos valores numéricos
asignadosdiferentes . Sumacién de Césaro es una de ‘tales reglas# para

dar un valor numérico a la serie divergente (Consistencia de la sumacién.).
Sea S, lasuma parcial de los primeros » términos de la serie
, sea

S:+85,+ ... +95 .
Un = 1 2 ] n (ﬂ=1.2; s ) (34)
n

Si {o,} convergea unlimite $, se dice que la serie es sumable en Césa

o , 5 se llama la suma de Césaro y se nota :

a = § (c, 1).
EJEMPLO 42
& -1
i)ZI(-I)” =1« 1 4+1-14+1-14 ...,
n:

d o

Sl=1,SZ=0,... ,Sn={lszneszmpar

. ' AN

si n es par

1
1404 14+0+.,. +1(o’0)=f7 si n es par

’6' » n ‘
7 v (2 D/2 si n es impar
n
enlonces ’ -
o - L (n-00)
" 7 e
0 sea ? R
> -1 _ 4 : !
S DT = = s (C, 1),
n=1 2
* .
SO S S S S S
nel 2 2 0 2737
2 % % K %X % £ % % % ¥ X ¥ :;‘.j,
# Nota _ )
Hay muchos métodos de sumacion de la serie divergente , Suma de Césa
ro . suma de Holder , suma de Borel , suma de LeRov . suma de Riesz ,etc.
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- 1
s =3 4. 7 L
no o fo] 2 nm
1 <" 1 7 1 1
g, = - S, ==3 (1-=) =2 (pn-(1-—-)]
" n k= k n k=1 * »n " n

= 1.,_1(1--—‘1—) > I (nan),
”n 2n

En este caso , la serie es convergente y su sumatotal es 1, que es ignal
ala suma de Césaro . n
En el ejercicio 23 hemos estudiado la siguiente desigualdad:

lim S, K lim o K Tim o, < Tim S, (35)

de donde tenemos la consistencia del método de Césaro :

oc
Si la serie X | % convergea § , entonces es sumable en Césaroy
n:

la suma de Césaro esiguala §.

EJERCICIO 90
Demostrar que en cada uno de los siguientes casosla suma de Césaro es

cero !

i 1- 1-1 4+ 1 4+ 1-1-14+1+1-.,,..

a1 1 1 -1 1 -
i) = - 1 — = 1 = 4 =. 1
2 - 2 HRCIE) "
i) cosx+ cos3x + 0SIx + 44 e (x# an)
Solucion
DS = 1,8, =0, 58 =-1,58,=0, 585 =1,..
"en general ,
= =0 Y = .
S4n+1 L, S4n+2 ! S4n+3 L, S4n+4 0
o, =L {s, 48 S1 =14 160} 50 (noo)
n n 1+ 2+..+-’2 =-—n— - n- .

1l

ii) 51=1/2, 32 =-1/2, 33 :0,S4
138
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o =Lyo,6 L} 4 0 (nse.
n 2

iii) S, = cosx + cos 3x +... + cos (2n- 1)x = Sen 2nx
2sen x ,
_ 1 . 1
o, =— {sen 2x+sen dx+ ... + sen 2nx}
n 2 sen x
= 1 sennx cos(n+l)x o (r1s0o) . @
2n sen x sen x
EJERCICIO 91
Hallar la suma de Césaro :
5). . o0 . —
D eyl w2 d0 (i=yiT)
n=1 | n=1
. Solucion
i)slzl,SZ =-1,33=2, S4 :"2,35:3,36 '_"3,.-:
'Y a5 =—1—-{1-1+2-2+3-3+... +n-n} =0,
7 Zn
l es N
0o = (1a142-24.00, +ln-Deln-Dan} ===
el 301 ' 2n-1
luego —_ : 1 y -0
lim Un —'—2— »  Sim Un - ’
esto es, la serie NO ES SUMABLE en Césaro )
i) n ik@ji G001 - oinf) .
§ = X e = 710 ?
n k=1 I # ¢
- i6
- ﬂ e I3
n n k=1 n k=1 1-c¢ !
1 eie : eie (1- eirk;g)
B n 1. é ? I-eze
* i0 i 2 ,
N e T L)
: 1. e n 1. e ’
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Solucion
De la desigualdad (35), lim S, = +oc implica que lim 0, = to.,®
EJERCICIO 93 o
Sea
o0
p a = § (C I 1) ’
n=1 7
si a, = O(1/n) demostrar que la serie converge a S (Teorema de Hardy).
Solucion (Por el método del absurdo ) ; .
Suporigarmos
\an‘ <i (para todo n , para algin M ).
n
S, +8554+...+8
Si la serie NO converge a § = lim I 2 2 ( donde
72 ->00 n
S, = aj+ag+ ... +a, ) entonces existe ¢ { > 0) y una sucesion :
n1<n2<ﬂ3<...- (ﬂkéw)
tal que
lSnk— S| 2>c (paratodo ny ).
Para mayor sencillez supongamos que S”Ie - S > ¢ enionces :
i 1
‘S’lkﬂ' _Snk]=[ank+1+..+ank+f.l < M g+ 1 Foee 4 np+i 1
ﬂk+j j
< M (1/¢) dt = Mlog [1 4+ — 1]
ﬂk k

entonces 0 T
&

nliz o, = - e’9 (si 6£0) %

&

O.SG . ei() “
om0 o — (C, 1 }.nm £

n=1 1. ¢ o

EJERCICIO 92 i

Sea % a, una serie que diverge a +o (0 -), demositrar que la suma

de Césam también divergea +o0 (0 -x),
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Entonces , para todo j tal que

M log (1 +—,’1—kl < 5 (36)

se ttene
A} > 8+ L
et 2 2

La desigualdad (36) implica que

ny+ J
i Bath < eC/ZM { = X una constante) ,
"k

o ~

np+ j < Cny 2 ( L ) = laparte entera de... )

”

Entonces *

Sl+ S2+.. +S[ﬂk)‘] - 511'- ) +Snk+ Sﬂk+1 +ses  + S[”k’\]

y [nk)\l [nk/\]
' ] 51 Foeee ot Snk: n—k | S”k'*'l + e e + Srnle
t f- "k b (2] ’
o '
g pero |
" 31-4-... +S;l 7y S.L (nk_)m) R
o 7 b)) .
Snk+1+“'.+s‘"k'\] (["Ie!‘]_”k)(s"'z P! e Lgs. <)
S - -t — 4
Tn, M 7 [~,M] - Ay

s

por lo tanto ? - ]
S1+.. +3
yim L N A,

N‘n

e
W

esto es imposible ya que el limite debe serigual a S. ®

141




EJERCICIOS ADICIONALES ( SERIES)

EJERCICIO 94

Inrestigar la convergencia o divergencia de las siguientes seriesy

) k co 1 o n
7 R S i) X ———— (p >0) ifi) L ———
n=1 ¢ n=2 (log n )P n=1 n’+ 1
) 57 ( 0) o I : ( 0)
v} 2 e (p > g > v} X p > q>
n=2 nf . 4 n=1 p7 -
® n o R
vi) _— vii) X (a> 1, k>0) _
n=1 3" n=1 a”
) =% — ) x7 L ) 5"
vifi) L T 577, ix) X —_— X —_——7
n=1 2-Un n=1 log(l+x) n=1 2% log (1+';11“)
) <% 1 ) <% 1
xi) % ——y— xii) S o
n=2 (logn) cg ” n=3 {log log n)log log n ;i
00 A 1

xiii) ¥ e———— (p >0) xiv) 2

n=2 n(log n)? =3 (nlogn)llog log n)?

oa "1
xv) X -——_"_b"(a b>0) xvi) E ( 1+7l2 - n)
n=2 ;za(logn) n=1

xvii) 3 P (L -—-—] xviii) 3 {log (2n+2) - log n "

n=2 An Vn . n=1

o0 1‘3‘5.».. (271’ 1)

xix) xx) ¥ sen (logn)
n=1 n™ n=1 v

xxi) 3. (1L xxii) 3 flog (1+2) ¢ (p>0)
n= n n=1

xxiii) = iyn+l-yn 12 xxiv) T n%log (1 4
n=1 n=1 n
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Solucion
20lucion

P

x
e

e"/2

i) Compararla con dx < o , O con la serie convergente

— "‘%8

3 ya que
n=1

i i ek 0
wm 7 = iim = itm = .
nooo e e’ 2 7->00 en/Z 7300 (‘\/?)n

it} Compararla con la integral :

dx o0 et

w_——: — ot = 4o (logx=t.dx=etdt).
£ (log x)P flogZ '3
e
iii) Compararla con la serie convergente: 21 n? .

iv) Compararla con la serie :

o 1 _ | comverge si p > 1
f-:Z —rz—P- _{ diverge si p 1
: ya que 1 . . ]
) R 7 e A R R AR R
| v) Compararla con la serie :
L‘ , 5 1 ;'{ converge st p > 1
; ' n=1 p" dverge si p <1,
|
| Yo e timL /L = lim (1. (gfai =1, )
oo 7 PP @ . mow N

, . , : ‘1
vi) Compararla con la serie convergente 2,—2—’1- ya que

2 P 2
lim 7 /L2 jpn” =g, -
nsoo 3P 2 nsoo (3/2)%

vii) Como a > 1 existe b tal que

a> b>1, ¥

7

E o/ 5
tim2 L = i T <0, ((ab) > 1.)
e /b" nwo (alBF"

Compararla con la serie convergente 21 —b ya que




ey g . 1
1iii) Compararla cor la serie convergente 27 Y& que
7

. A S L

lim I = lIlim n" = 1,
2 2- 7

100 n n 71->0¢

) dx

ix) Compararla con la integral g =« , 6 compararla con la

log (1+x)

g c L
serie divergente X == ya que

lim L 1 - Jim Jog (14n) _ ¢,

72300 log(1lyn) n»oc n

x) Compararla con [a serie:

oo 1 } converge si a > 2 B

na'l 1 diverge.si ag 2.

p3

ya que

72500 n-00 1/n

lim la-l 1 = m log (1 + ) _ .
n 2% log (1+ /n)

xi) Compararla con la integral :

oc dx oo t '
f——'—-[——);=}' et dt  (log x =1t ,dé=¢" dt)
2 (Ing)Og ogl t
o0 e2 o0 f
- e 1t - e il e
= LV d = I L _] dt
{ogZ{.tl gOgZ[t} '£2 [t
’ 2
. oo ; e ;
< [ (Ue) ar L.[f (e/)" dt < +o0.
62 ogZ

xii) Compararla con la integral :

oo dx o0 i, et
= f € € dt (loglogx =1,
g (log log x)fog log loglog3 4

00 §1+€t/t} t
= f e dt =
loglog3 :

1+et/s t
= exp{liL-logt} o oo (tatoe).
t

t
dx=ete® dt.)

i
+
3

ya que

t

xiii) Compararla con la integrdl :
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o d o dt . )
f—i—-—-=f _ (logx =t , dx/x =dt)
2 xllog x)? log2 &
_ | convergente si p > 1
divergente si p < 1.
xiv) Compararla con laintegrdl :

=) dx oa dt

= log I = ¢
'g(xlogx)(log log )P 10£10g3 2 ( Oi_xogx ) >
=.dt
xlogx

convergente si p > 1
divergente si p < 1.

xv) Compararla con laintegral :

___ﬁ___z fo_ﬂ_— (logx=t, dx=cdt)
£ x? (logx)b log2 el b

’

conyverge si a>1,6 a=1,5>1
diverge si a=1bgK1 ,d a<l,

) S (flsn?-n) =3 =3 T/ = .
xvi) : + n n 1»1+n2+n i n{1+\/1+ 1/;27} +

3

( Compararia con la serie divergente 2 ',17 .)

=) ] p
i) S .l .Y (7 1)
XVii n=2n { — ‘V;z—§ Zﬁn- {_ n

= 20‘3 np 1 -
2 —Jr?{n- e Yn syn -1
; 3/2)-
compararla con la serie Z-—Eﬁy = X 1;["( /2 P] .
Tz ,
xviii) Converge ya que o -
lim log(2n+2) + log n P17 = lLim 1og 22+ 2 = jog2 <1.
n-oc oo n
xix) Converge ya que z

I.3... (2r+1) 13 ,. (2n- 1D n 2
lim - / " = lim nel _n” o 2.
. n

nooe (n+1)n+1 noe n+l (n+ 1" e
< I,
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xx) Diverge ya que isen log n} no tiende a cerv.
. . ) ) Iyn 1 .
xxi) Diverge ya que (1- -7;) ers F 0 (o),

xxii)

log (1+4+) == (1.001m)),

tog (1 +L)¥ =L (1.001/n),

4
P

enfonces la serie converge'si p > 1 , diverge si p < 1.

xxiii) 1 1
Wn + cynl = ———— = O(—f')
-\/n+ .A.Vn )11 2
enlonces

i\/;71+1 _V';'}P = O(-;lf')—/'z—) , h

por lo tanto, la serie converge si p > 2, diverge si p £ 2.
. 1 _ 14 I
xxiv) log (1 +‘—”-) =+ o~ ,
n
a 1 __d 1 . 1
n IOg(l +T) = I-a 4 O( 2-61) t‘d
” n ) X »
entonces la serie converge si a <0, diverge si a P 0. o

EJERCICIO 95

Investigar la convergencia o divergencia de las siguientes series :

O R I Y 1
H s (D7 i) £, LI i) S (0" pog (14 L)
n=2 logn I nln+1) n=1 & +n

00 n o0
i) T (D logn W S D AT 2 )
n=1 n n=1
. oo n-l .y &0 n-1 a
vi) X (-D) ——zﬂ-—r vii) X (-1 sen —
, n=1 n 4+ 1 n=1 "
o S el a2 gl 13 (2n- 1)
viid) N (-pntt 2 ix) 2 (- D)7 s
n=1 7 n=1 24 ,.. 2
x) X sen(nnm——) xi) X a) (a<0),
n=1 i n=1\n




1 1 1 1 1 1 1
gif) 1 St == e = e
Z BTG Ve TR
i) S sen (P, T ) 5T 18
%t 1 n > +‘\/7) xiv) Z sen (og{ = + 1}
'xu) EN (p7la  donde a -2 , a =1
n=1 » 2nel "3, 01 2n. 2,
Solucion

i) =—— vi) Convergente.

vii) sen—:—=-;l-+ 0(1/n3) ,

S (0! sent= sepml Ly 3 0(1/A).

viii) Converge.

ix) Sea a 13 ... (- D)

= enfonces
n 24 ... 2

4 2,1 - 2n+1

< 1, luego {a} esdecreciente.
a, 2n+2

n

1,46  2n . nusbed et
35 3 5 2n -

1 1
>l 4 =rp = +o0 + 500 (pso) ,
3 5 2n -1
enlonces ’ . B ) -
lim a, =0, L
n-o00 h
{ %) sen(nrr-—rll— ) = (-1)"'1 sen-i— . r’ "

n! n!l

xi) (a)‘= ala-10a-2) . (a-n+ Do pn b(l+b)ee (n+b-1)
n

donde b = -a'> 0.

Sea L o b(lab.. (ax 1) :
n !
entonces a ;
nel _ n+ b
n na+ 1
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(A) Sl b > 1 entonces {ani es creciente. luego

lim a, F#0

n >
y la serie diverge .

(B) Si 0 <b <1, entonces {an§ es decreciente . Ademds :

!

2

1 3 n
b

1 b+2 " Than-1

n

P b(bs1).., (ban-1)

1
Ta T

+

_ 1-5 I-% I-5 1-5
= {1 1 1 NS P gy
! b 8+b+1H +b+2 bin- 1
>1-b+1~b+1-b+'“ +——-——-1_-b
b b+ d b+2 b+rmn-1 -

1+1 L1

} o oo (nooe)
b+l b4+ 2 bin-1

+

=(1-51ly
b

luego lim a, = 0, porlo tanto la serie converge .
1200 :

xii) Converge . (Aplicar el criterio de Dirichlet) ¢,

o .
z a=1- _.l_ - _1_.+:1__ +__1_._
n=1 17 V2 1/? V4 )/3-
= -1 1 n 1
a = (-1)” , a = (D=
2n-1 42—7;—.'7 2n ~
enfonces
Cop-1 + 42 =(-1)”'1i-—1—-'—1‘}.
2n " Ve -1 2=
Como la sucesion {——l—- ! | es decreci ente y tiende a cero, la serie
V¥2n - 1 v2n
712= (ap,.; + az,) converge ,
por lo tanto , la serie 21 a, converge ya que lim a, =0,
n-oo

xiii) Diverge ya que |{sen (_';-7-7-4- L)} no tiende a cero.

- 1 .1
xiv) log(—('—nl,)—n + 1) = —-(—'ﬁlﬂ— +0(1/112)

e 1 -1
sen {log (L7 1)y =0T 4 oi/4?)
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enfonces lia serie converge .

xu} 42-1 - ‘1272 = 2 - _1_ :_Z_’n_d'_.‘l——- R
7 2n - 1 27 24(2p- 1) ,
> -yl o
nz:l (azn_l - azﬂ) - E » ' - 1)—+°°1

- entonces la serie diverge . ®
EJERCICIO 96

o0
Sea 21 a, una serie de terminos positivos , si para algin k ,y para
n:

dlguna sucesion positiva tu,} se tiene:

a

4, n__ - u, 1>k >0 (paratodo n suficientemente grande ),
%pi 1 - : (37)
demostrar que la serie 21 a, converge . (Criterio de Kummer)
n=1 .
Solucion
Sea ._1_. = bn , para mayor sencillez suponemos que
“n
j Aoa4 I Sk (paratodo n=1,2,3,.. )
g by Gyl bpi1

ya que la convergencia o divergencia de la serie no se modifica al suprimir

un nidmero finito de términos . Entonces:

a b
n_o>2r (14 b k).
a, 1 n+l

n+l

Reemplazando n =1,2,3,.. , m-1 ymultiplicando las desigualdades ob

tenidas miembro a mi embro se liene: ot
a b N .
_1..> (1+bzk)(1+b3k).-.(1+bmk),}
a ; s
m m L
o sed :
ap b, .
a "L —
m b, (1+b2k)...(1+bm/a)
Por lo tanto : .
zl\ . p a; N bm :w
m=3 " bym=3 (1+ byk) .o. (1 +5 k)
1 A
a; 1 N !
el 2 0Tk (bR (e byl oo. (146 B
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Tiii) i

4] [ 1 - L 1 ( Serie teléscipica)
blk - 1+b2k (1+bzk).c.(1+ka)

a1 F
< 400,
bk T+ bok

N

luego la serie 3 a, converge.

NOTA: _

(i) Si # =1 entwnces la condicion (37) es:
a
2> 1 4k (para n suficientemente grande ),
an+1

0 sea

— a .
lim 7"-#‘—1-< 1, _
/]

(i) Si u, =n , la condicién (37) es :

a

>l &
n+1 n n o,
0 sea .
% k4l , .
= >1 42X (para n suficientemente grande ) . ¢
n41 n

Aplicando este criterio , se obtiene inmediatamente el ejercicio 71(i), ya

que si

n 22l gy ik (k>0

n
entonces
s » = 14 k+1 51, k+1
Yorl  me(k+d) n-(k+1) n .o

EJERCICIO. 97

Dada una serie alternada 3 (- 171 a, (ﬂn > 0), suponemos que

existe el siguiente limite :

a
lim n{a" -1} = A
7n-00 n+1

Demostrar :
i) Si A<0 g serie diverge,

ii) $i A> 0 laserie converge

A > 1 la serie converge absolutamente .
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Solucion
———r—

i) A < 0. Paramayor sencillex suponemos:

a
nga”1-1}<-/a-(0<k<1) para todo n ,
n4

3 entonces
a l
n4-J >

n
=z w1

Por lo tanto, la sucesion {a;z} no tiende a cero, esto es , la serie dada
diverge .
il A > 0. Para mayor sencillez suponemos :

a
"ia:d -1} >k (O<k<l) paratodo n ,

enlonces

a
n_ s 1.k 5 g,
an+1 n

Por lo tanto , la sucesion {ani es decreciente, ademds tenemos :

K a .

. L sk iky L ack) S E R LR
s 1 2 n 172 n
luego : .

a1

— > 400 cuando n -0 ,

n+l

, -1
osea a, - 0 (nso),.entonces laserie (-1 a, converge.
’

i) A > 1,
Aplicar el ejercicia 96 ( criterio de Kumm fr) , Sabemos que la serie
; 21 :
-0 a | =2 a converge. . ,
la ¥
EJERCICIO 98 s

Dada una serie alternadas 3 (-1)"'1 a, (an > 0), si

Pl

LA Lol (as1)
S R
R+ n n .
4
entonces la serie converge cuando A > 0 , diverge ciando A £ 0.

 ( Criterio de Weierstrass ) ,

Solucion .

H
[~

Del ejercicio 97, basta investigar el caso - A
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Sea a 1 .
n =1 4 O(_——X) { A > 1)
an+1 7
enfonces
an B 1 ) #Notd
;] = 1 + O(_'X .
n n
esto es,
a 1 M
'—Z—:—' =1+ c, donde (Cn‘ \<—"—/\:'
. . ! .
Como la serie 27 converge , existe N tal que
M
b3 X o=b <1
n=N, ”
Entonces
anil - 1 1. M
a Tt &y 2 nx
n ’
luego :
a
N +p M
—_— ———} 1o ————i
N, > - N o b (N,+p- 1)"
M
> I- [ -———7
7 N TNy (N vb-
>1-5>0 ,
eslo es,
lim a = lim a > (1-b)a £ 0,
n-s00 n Do NO » - NO
por lo tanto la serie 3 (-nr1 a, diverge. ®
* Nota y
i a
= M
a:.;.] =1 + A , 4, \<—nT- enfonces
n+1 ! =] . An
a, 14 An 1+ A
A A M/n?
n 2 1
RS TR S T 0
” ]

( para algin M) .

(E;ercicio 72
Nota *

)

O i v




o

EJERCICIO 99

Sea % a, (a,> 0) divergente. Si S, Sar+dr+.... +a

demostrar que

+ a

a
X 4 diverge . i) X" diverge.
n

n :

a

ii1) 2—(—;")7‘ converge .
n

iv) ¢ Qué se puede decir acerca de la convergencia o divergencia de las

series ¢

a a
S b3 __Tn ?
+na, ' I+n®a,

Soluci on

a
i) 8 | -I+—"a— } no tiende a cero, la serie diverge , luego suponemos que
7

Iim —I——Zﬂ-;=0.

700 n
a a
n 1 n
T a = =1-7——_ - 1 (n-)oc).
+an/n 1+an +an

Pof lo tanto , la divergencia de la serie % a, implica la divergencia de la
serie. 2 a /(1+ a).

ii) Si {an/Sn} no converg,e. @ cero la serie diverge , luego suponemos que

a
im . =0, _
n-o0 S?l ]

o !

Comparamos la serie X aﬂ/Sn «con la siguiente serie divergente :

z E

o0 L) o :
22 log 2. = 22 (log$, -log$, 1) = logS_ -log§; = 4oo,
n-1 P
a s a s a S -a
—2Z flog—L )=.._’5 - log nl . _m - log—-—-————-—” 2
Sn Sn-l Sﬂ Sn Sn _ Sn
5
a a a
=Lt fobg(1-2) » 1 (% ,0),
S S Sn
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(i) 5 Sny - So_~ Suel
(s )

Comparamos la serie con la siguiente serie convergente:

= L BTSN,
(S) 17 % ) s, Y
n n

por lo tanto , la serie dada converge .

. ; .
Gv) (A 2 ——-——2— < 2—5’—— = 3 nZ < 4o , la serie converge.
+n"a, n° a

(B) Ejemplo 1

-1 - 1 ,
e, =— , Xa =3x—-- divege. i
. A
a
57 =3t diverge .
lyna, 2n

Ejemplo 2

G =1'si h=n? (n=01,2,3,..) , a, =0 si k#n’

tor o0 o0
enionces 2 a = 1 = oo (diverge),
1 n=1
ak oo 1
z = E 21 p3 7T < t+ { converge.) ®
k1 -}-kﬂk + n 1 n }

EJERCICIO 100

i) Sea X a, (a,>0) una serie convergente, demostrar que la serie

2 Va, 2, 1 converge .

ii) Sea la,} decreciente , a, > 0. Si 2 Va, a, ; converge, demostrar

. E {
que la serie 3 a, converge.
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Solucidn

~ N —  [® N
) ,,2:1 ‘lan %yl S le % 21 Pppl < o
( desigualdad de Cauchy - Schwartz)
i) 21 a, = 21 V% V% < 21 Ve 1va, = 21 Vol @y < 4o

yaque a, 1 >a . ( considerar a, =ay)

EJERCICIO 101
Sea X a, (a, >0 ) una serie divergente, investigar la convergen:

cia o divergencia de la serie 3 a, /(l+ anz) .

Solucion

(i) Si lim a = 0 entonces
7n->00 n

lim S lim 7 2 =1,
n—>o0 1 + a )/ 72300 1 * a
4

por lo tanto , la serie X a /(1 + an) diverge .

(i) Suponembs que lim a, # 0.,
N>
Ejemplo 1 p o B
1emp a = nZ , X nz diverge a mds infinito .
2 2

a n 7 1
s - ;Z(zz ) = 3 -1—;—;4‘ < 27 = 27 < 4o (convergej .
n

Ejemplo 2 T
a =n, Z n diverge . g
1 b
Y _1__-71—4—-7 = z—-ﬁ——z- = 10 (diverge ). B

+(an) I+n

EJERCICIO 102 .
o0 o
Sea % (an)2 = too , hallar una serie 3. b tdl que

n=1 _ n=1

oa oo
n§=.1 (bn)z < 406, ¥y nf,:l an bn diuerja.
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Solucion

a
Sea by = —ph—
3 (a)?
]':1 ]
entonces:
2 2
N N (a,) 1 N (ay)
o) = 3 k &

L TE. L2 ST 2t &, TE £
j=

1 2N 1 1
S— T - TE
(ap? " k=z<z (@)? = (a.)2>
]'=1 ) ]':1 7

_ I 1 I 2
(ap? Ttap?”

<
N z .,
":1 7
esto es, la serie 21 (bé)z converge .

Abora ,

e

" o (a?
2o qby =Y = i,
k=1 =) Y

]";1 7

(por el ejercicio 97 (ii).) w
EJERCICIO 103

Sea 2 a, (a, > 0) una serie convergente . Hallar una serie con-
vergente 2 b, (b, >0) tal que

lim n = 0.
7-500 bn
Solucion
, Sea @,
bn = zm
a
k=n k
entonces se tiene ¢
a” R
L 3> a4 —— 0 (nseo),
bn =n
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et e

Solucion

Sean A = g a, o) =—/-/-$; - An+1 enfonces

by Ay =~JT,,+VA,,+1=1+(3,,+1<2'
3, VAn (VZ; '-lAn+1) an 4,
21 871 = 21 (-{A_n - An+'1) = I/Z_I- < 400,

por lo tanto , la serie X b, converge. -

EJERCICIO 104

w~ a loga

Sea a, > 1 paratodon. Silaserie ZI 5 converge, de-
' n= n -
. o log n
mostrar que la serie 21 a,—>7— converge .
n
Solucidn
o0 logn ' log n " logn
Y2 a = 2 a + 3 a5
p=1 7 52 m,2 n g2

"
donde S esla suma paratodon tal que logn <2log a,, % esla su

ma para todo n tal que logn > 2loga, . Enfonces:

; logn : a log a w a log a
2 n n -
e —7s T2y I < e
2» logn s ' n1/2 logn o logn
a < < < o0,
7 nZ n2 ) n3/2 )
o< logn o
por lo tanto , la serie 21 g, 7 converge.m
n -
. s 1
EJERCICIO 105 r

Sea £a, (a, > 0)-4unaseric convergente.
i) Si {an} es monOtona , demostrar que na, - 0 (n-oo) .
" . . . 0.
ii) Dar un ejemplo en que {a, } no es mondtona y nlg’no na, #

iii) Dar un ejemplo de la serie divergente X b, (b,>0) tal que nb, > 0.

v

(i) Dado ¢ > O existe n, tal quesi n > n, !
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n+p
a4 < /2 (paratodo p ).
k=nsl
Tomando p =n tenemos :
n+n S < ./
na = a " a €/<
2n k=nsl 2n N k=nsl k
0 seda
(2n) a,, < €.
También :
(2” + l) d2”+1 \& (2724_ 1) azn <'a2n + € .
Comon a, - 0 (n>) , se ti¥ne que ﬂl_z;;r; na, = 0.
.. 1 1 . 2 -
(ii) Sea a, :_k—j = si n=k para algin
a = si n# k> paratodo k
n ';_2-
enlonces ?
> an-‘-z -—1—5'+.E——17<+oo,
n=1 nAEZ n k=1 R
pero o
limna = lim lez""l':?'= 1 £0,
n koo k
(i) §oq p = I , entonces 2 ! = o0
" nlogn nlogn
n bﬂ = 1 5> 0 (n—»co) . ®
logn

EJERCICIO 106
Sea 2 a,

Demostrar que : .
lim n

Solucion

Suponemos que

,

0.

lim na, =L > 0.

Dado ¢ = L/2 >0

158

existe N, tal que

k naturd ,

natural ,

, pero

una serie convergente (@, >0 paratodo n =1, 2, ..




L _ L
na > L T = paratodo n > N,

»

0 sea L\ 1 :
a, >(-3->—- para todo n > N,.
n
Entonces :
o0 (e 4]
2_ an >-£ _711— = 400,
n=N_ 2 n= o

esto es ,» la serie X a, diverge ( contradice alabipotesis?). -
EJERCICIO 107

Sea a =11 --:? log n{® , demostrar que la serie Y. a, diverge.
Solucicn -
Sea f(x)=1{1 - ioii;x enfonces
x

"x) =1 log x1* loo (1 - fog x + logx -1
f=1 ———]{ g
x x x{I_logx}
x

={1- logx]"‘ _(logx)__1_<logx)2 —_.
x T ox 2\ «x

. +<log x _1_){ 14 Jogx +(log x)2+ ..,}}
\ x x x x _

=[1_10gx]x[-_!_+%(io_g_x>z+...o 1,

X X x

. !

porlo tanto, f'(x) < 0 si xes suficientemente grande ya que
¢ D
lim x {{log x)/x }2 =50 ,

X->00

> ) . -
Entonces {aﬂ} es decreciente si n es suficientemente grande .” Pero,

IOgna;l = logn + nlog(l-—ilogn)-j

H
=logn - n{logn+_1_.(10gn 2 +eee } > 0 (pooo) ,
n 2 n .
logna, 0
lim na, = lim e =¥ =1
72500 7100

eslo es,
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Del ejercicio 105 , la serie 2 a  diverge.

‘NOTA
Utilizando el ejercicio 106, basta demositrar que

lim na, =1 yaque __l_izz_nan¥0.
72500 L

EJERCICIO 108

Silaserie 2 a (a,>0) converge y {a} esdecreciente,demostrar

que la serie

n%l n(a, - a,. 1/ converge .
Solucion
2N N N
2 n(an-am_l) oy na, - Z na, 1
N : N+l N
= n=1 n afl - il (n" 1) ﬂn = az + n:Z a’l - N aN+1 .

Sabemos que N ay - 0 y& que {a } es decreciente (Ejercicio 105) ,

n
entonces
a -a —_—— g a - a
n=1 " n+l N o oo L= 2 7 n=1 " °

EJERCICIO 109

oa
Demostrar que 21 log (n sen—}z—) converge absolutamente .

Sugerencia

nsert-%- = n {-—;-4. 0(1/113)} = 1+O(1/n2) ,

log (n sent) = log (1 4 061p) = 0(1/®) .
n

. - , 1 .
También , puede compararse con la serie convergente Z——y :
n

| log (n sen—i—) |
n-00 1/722

= 6

EJERCICIO 110
Sea 2 anz (a, > 0) una serie convergente , demostrar que
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. 2 .. .
i) % (b)) i) X a, b, son convergentes donde

A1 + Ay + o 0
p =t

+ 4,
n

n
Solucion

(i) De laigualdad:

nb =

n ¢n+(ﬂ'1)bn.1
se tiene :

(1-L.)(mp)? =
2n n

(1-=2)ia, s tn- Db, 1

# Nota
1 2 2 12 Ralill
< 2n (1 '?;)(dn) +An- 1) (bn-l) -,
0 sea

n

2
(2n- D (5% ¢ F2 2 (q)2 , 2n- D7, )2

.
n

Restando (2n2 (bn)z)/(n+ 1) de ambos miembros de la desigualdad ante-
rior se tiene:

2 2
el o302 (42?2 2es DT 52 2a% 02
n+ d P n P * n n-1 nyl #
. 2 2
2 2(n-1) 2 27 2
\< 4(vﬂn) +-—-——n——— (bn_l) l';——“:—i- (bn) ’
luego :
N N
s 2- 1) ¢ 403
n=2n+1 n

2
3 (a)? s (op? 22 y?
n: 1+

) ser;'e
N ..
N4+ 1 (telescopzc;
2 '}

o3 2
<43 @) by® < im
. e

>

por lo tanto , la serie

s Lo )2 converge . Pero como
n+l 7 :

n-l
n+ 1

1 (n-c) K

entonces la serie 3 (bn)z converge .
2

i) 4,8, < (a)° - ()
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entonces la serie X a, b converge .

# Nota

2n(1- 1L )g2_c?2 . (1.2Lym.0?
272 2'1

cop01-192B2 L L2l 2u.dyBC
2 2n

p :
=[\/2n(1--—)B-‘—;"C] 0. m
ven >

EJERCICIO 111

Sea S = {ng,ny. B3s v e | la coleccion de todos to s nimeros

naturales que no contienen el ntimero 0 en su desarrollo decimal . Demos

trar que L 1/n, convergey su sumatotal es menor que 90 ,

Solucion
—1-+‘i+ e =< 9
1772 .
1 1 1 1 1 1
e F e s et m—m b — e e FT A s —— b —
11 19 21 29 91 99
————— — P ~—————
A A AN
9/10 9/20 /90
—'9—¢—9-+... 2 < 9x2-
10 20 90 10 ,
SE S JRE SRS N I - JU ARV T < ()2,
111 999 2 9 0 1
Asi
s 1oco 1,2 22, ... p=—2—=90. 9
n T 1-(9/10)

EJERCICIO 112

Sea {a,} una sucesion de niimeros enteros tales que 1 L a, & n- 1,

o
Demostrar que la suma total de la serie 3 ; a, /n! es racional siy
n:
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s6lo si existe un ntimero N tal que

a, =n-1 paratodo n» > N,
Solucion
oo a 00 o0 1 1
s n\<z (n-l):z 2 _.._]:___1__
n=N4+l1 n! n=N3+l1 n! N+l (- 1)! n! NI,
o0 a
(1) Si 3 _"° =_2 (p, q sonnaturales) entonces,
n=1 n! q ’
N a o0 a
0 < =3 P = 3 I (38)
n=1 n! q n=Nil n! N! .
Sea N un nidmero natural td que q divide a N!, entnces
N a
-3 "y 2 =™ (o oes naturdl ).

1 2l ¢ NI
De (38)

0 <. 7 ._1__
N!\<N.’,

estoes, m=0 ,0,m=1,

Si m fO entonces an.= 0 paratodo n > N (imposible ya que a, > 1),

Ed

Si m = 1 entonces.a, =n-1 paratodo n > N.

7
(i) Si a,=n-1 paratodo n > N entonces
o0 a N a oo
2= 2,5 _n-l
n=1 n! n=1 n! n=N+1 n! -
- ]
N+ a 1 .’ .
= 3 B y—— = nfmero rdacional.®
n=1 n! N!~* }
s
EJERCICIO 113 -+

-

Demostrar que la siguiente serie converge:

o
3 sen(n!me).

n=1 :’
Solucion
n o0 1 .
e = 14 % D ) e
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n!l e=nl{lily,,., 41 Lyiars 1

fn-1} n! k=n+l k1!,
Pero :
nl{l s+ 1.,,, +-1—-+-f1—} =lenann-1) + ... +n! +n!
(n-1)! n! N~ ——
ntmero par
={n + 1) + (ndmero par) .
También :

P =1 1 1 1 . }

1
— { P
k=nel k! (nt DI T4 + 2 +(n+2)(n+3)

! PR S S P R S S
(n+1)! n+2 (n+2) n+ 1 (ny1)!,
Sea =n! X T S entonces !
k=n+1 k! n
0 < a < pi1n+2 I :rz+22 W 0 (e,
” n+l (n+1)! (n+ 1)
oo 1 oo 1 e

a -a = p! X — e+ D! X _
n = Tned E=nel B 1 k=ni2 k!

> ! - ’“’32 =1 » > 0,

n+ 1 (n+2) (n+1)n+2)

entonces la sucesitn {aﬂ} es decreciente.

o0 oo
sen(nime) = 2 P {(n+ 1) + (ndmero par) + a, tn
n= n=
4]
= sen {(n+1)m+ anﬂ}
n=1
= & (1)71-1
. sen a,m .

Como {sen anrr} es decreciente y tiende a cero, entonces la serie dada

converge. ®

EJERCICIO 114
Demostrar :

164




Solucion
_—1- =,i+i 1 +3 1
n(9n%. 1) 2 2 3p-1 2 3n+il
:-i.._l.+—3__{ 1 +—1+ 1 }
2 n 2 3n-1 3 3n +1 °*

Entonces

—

N 3
R
n=1 a@n° - 1) 2

- _; {logN 4 C +0(.T1l.)}+{-1+log(3N) + C+0(-If7)%

Aet)

=—=—{(log 3 - 1)+O(—) > —-%—(log3 - 4. =

|

EJERCICIO 115

Demostrar :

' 00 1
I 1 g 3
) = =2 i) % a3 =2 - 2log2.
sl (4n?- D% 8 acl alén2- D22 J
Solucion” '
] n o0 1 1
(i) s L . ] .

2 —————————
1 (4n2- 12 a=1 8 (2n-D2 (204 1)?

L]

= —é—( 1. 0) =2 (serie telescopica) .

8
‘. -
(i1} —_—_1___ . , - I +_1-§ 1 . 1 :
n(dn?-12% 7 2n-1 2m2 1 T2 (2n- D% (2017

o 1 © 1] 1 L= ] 1
—_— = 1. p L3y .

)3 = 3 f=- , !
n=1 n(4n2-1)2 n=1{" 2n-1 2p41 - 2 1 (211-1)2 (2n+1)2

=(1-2lg 2) +%(1-0) =—;—- 2 jog 2,
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EJERCICIO 116

Hallar el valor de Z —3
n=1 #(36s°-1) ,

0o 1

Solucion
I o 3 3
g = - + :
(3622 - 1) w1 em el {
N N : 1 '
1 1 1 I 1 s 1
32 [ ]=32 [ + + o
n=1 6n-1 6n1l 2=1 6n-3 6m-1 6nal 71 2n-1
i1 P ue S U S SRS S !
37577 6N+ 1 3 TSI

3(zogzv3T.z+2 +O(——))—(log2'\/N—+—.L 0(——)) .

entonces °

N 1 N
—— e LN, L |
1 n(36n°-1) 1 1 6n- ) 6n +- 1

= -(log N +C) + (3 log 2{3N - 3 +-;—C) - (log 2N+ zi) +0(3)

=log 123 - 340(%) - -3+ 2l0g 2 +%10g 3.

°
EJERCICIO 117
0o 127 .1
Hallar la suma total de lag serie X 7
=1 n(4n®-1)° -
12,2 .1 n

s ———— = 122“’"‘——'—- 2 __‘—7
n=1 n(4n2-1)2 n=1 (4n2-1)2 n=1 n(4n -

n

Solucion
= 2log 2 (Utilizar Ejercicio 115.).. o

| EJERCICIO 118

|

|

Investigar la convergencia o divergencia de la serie :
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% &(n
x

(x> 0)
n=1
donde aS(n)=l+-1-+-1—+... +.i.
2 3 n

Solucion

&) =logn + C + O(—é—) (C = constante de Euler)
(Bln) - xlogn+C+O(1/n) - xC+O(1/n) Jogn
- xC+O(1/n) n/0gx.

lopg x
= %8 entonces

2> 7-Q

lim xéyan = lim xC+O(‘1/n) =< 70 ,

entonces la seria dada converge siy sclo si la serie X a, converge.

La serie 2 a, comjlerge si logx < -1 (0 x< b y diverge si
")

logx » -4 (6 x> e © m

i g

5

EJERCICIO 119

Investigar la convergencia o divergencia de la serie :

: o0 . e 1,1
s (-pml 1+—1—+—1—+... p=—=}==— (s <1).
n=1 { 25 33 ns n®
Solucion . .t
Utilizando el teoremalo,se.a'f .
I N
l.s r
1-3-—!—-..—-‘—&-...-—L= n +D +d
28 38 . ﬂj 1.5 n ,
dn , \<-ni; D = constante .
Entonces : ¥
o - 1
. ol Lo Ly L
n=1 25 5 .
=—L 5" L ps” eomh s gt S )
les n=1 n s-1° n=d ns n=1 nS




. 1 . ..
Si 5 < s entonces las dos series en (39) convergen condicionalmente y

ladltima serie en (39) converge absolutamente , lucgo la serie dada con-

verge .
. 1 1 1, 4 :
$i 0< s $—5 entonces {li<s +... +—% I~ no tiende a
2 n n

cero caando nsoc , por lo tanto la serie diverge. o

EJERCICIO 120

Sea e I
{(s, @ = ;“=om (0<agl, s>1)

i) Demostrar que la serie converge absolutamente para s > 1 y que

k
YO As.hy o= ksl k=1,2,3,. ..
h=1 "k

donde é(s) = (s, 1),
ii} Demostrar :

o
p)

1 (ol = qr . 25yl (s> D
= .

Nota® La funcion {(s) se llama funcion zeta de Riemann

Sol ucion
i) b 1"<E-—1— < 1o si s> 1 a>0,
(ﬂ La)s, N ns I

k ) E oo
S s, bk =3 S (n+blk)S
h=1 ) h=1 n=

1 0

=3 3 m+sk) =3 3 T3

n=o h=1 n=o0 h=1 _g.Lk}S

oo 1 ~ kS '
=% 9 s = I - 3 =kS s, 1) = kS ((s) .
m=0 L1+m o (1+m)
. Nel (-pm ! N (- 1)"
ll) }, 3 = E —_—_——S-
n=l n n=o(1+”)
T.?mQV 1 2m+IN 1
n=o (1+2m)s— m=o0 {1+(2ms+1)}°




27)2\<N 1 ZXM+1\<N 1 ) Zﬂl_j- IgN ’ 1

ey e -
m=o (142m)S m=0 {l+(2m+ D}5 m=0 {1 4(2m-1)}°

N 1 , 2§+ IN I

n=o0 (1vn)° T m=o 25(1 4 m)®

s (s 2 ts) = (1 21) g
2 ] ™

EJERCICIO 121

i) Sean 2 a, una serie convergente condicionalmente, X bn convergente

absolutamente , demostrar que X (a, + b,) converge condicionalmenite.

ii) ¢ Qué puede decirse la convergencia de 3 (a, +b ) si Zan y 2 b,

convergen condicionalmente ?
Solucion

i) Si Y (an + bn) converge absolutam ente , entonces :

Emianq-bn‘ <t

o0
Pero como 3, ['bn[ < 4+ , entonces?

b3 lanl =.2tan‘+én-bn‘i > ‘dn +bn\+Elbn§ < 4o,

0 seaque X a, converge absolutamente (absurdo!). Porlo tanto,la s¢

rie 2, (a, + b,) converge condicionalmente . -
° - A ]
(ii)  Ejemplo § . :
1 2 1 1 .
a = (D=, p = (-1} )
n . n n I n + 1 »

> (an + brz) = ‘2 (.1).’7!'1 {_1 + 1 7 | converge condicionalmente.

n n+
Ejemplo 2 )
=l 1 Y 1
“n =D v bn 1) n+l %
-1 1 1 n-1 1
ZHla +b )=2% (-)F{_ _ =2 GOt~ .
n* On { n n+ 1 nin+ 1), -

ésta converge absolutamente. ®
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EJERCICIO 122

1 . .
Sea a = —— Si n es impar

n
1 ,
- st n es par ,

demostrar que la serie alternada diverge.

Solucion
n
Sea 5 =3 (DFlg
n k=1
érztonces
. _ 1 1 1 1 1 1
\) —{1+-——-+~—-+.,,+—-—-— .-{_+——+..--+°—-
2n 327 52 A A 2
—_————y > (n-soc) a )

EJERCICIO 123
Sea X a, una serie divergente , demostrar que la serie 2 a, bn di-

verge donde {bﬂi es una sucesion creciente de términos positivos

Solucion

§i T a, b, converge , por el criterio de Abel ( Ejemplo 39 ) la serie

Xa, - E—}l) (a,b,) converge. (absurdo!) u
n

»

EJERCICIO 124
Demostrar:
(i) X a,b, -convergesi X a, converge y 2(b -b, ;) converge ab-

solutamente .

(ii) X a b  converge si X a tiene la suma parcial acotada,

7
E(b” - bm-l) converge absolutamente y nl_z;;:: b, = 0.
Solucion
'(1') lea An Tdp 4 Ay e + a, , entonces
‘\‘12 s‘72 (40)
Z:l [lkbk = Aﬂ bn+1 - E:] Ak(bk - bk+1) . .

Como §Ak{ es convergente, enlonces {Ak} es dcotada, sea

4, & C para todo k,
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. enlonces
n n

Ademds , la serie Y (bk, - bk+1) converge, luego la sucesion 317)1}(071-
_verge ya que

n
> (bk - bk+1) = bl - b

= nel

Por lo tanto, de (40) , la serie I a/e , converge .

(ii) De (40) , 5‘:1 Ak(bk. . bk+1J converge absolutamente , y

An bn+1 s 0 (n—»oo) .

n
EJERCICIO 125
Sea ay, 4 =—;;1-, ——4-'7—— , demostrar que la serie ;}j (-1)" a
converge .
Solucion
Laserie 1- 1+_£-_£¢_1 _1+_£-_1 Fave s
22 3 3 4 4

jo, 4 4.2 2 3'.73_ !

es monGtona y tiende a 1 , entonces (Criterio de Abel, Ejemplo 3%} la

serie 1 i | 2 1 3 7 4 -
c2y e v i e R
P R e
converge. -
| , N
EJERCICIO 126 1
Demostrar que la serie 4 -
[ Ll 41 11 1 1.1
B i R e i N Tl T SN
2 4 5 6 7 -8 9
diverge . : g
Solucion
S3, ( = la suma parcial de los primeros 3n t€minos ) :
o4 1.1 1. 1 1 I 11
e Tt T S I N T . S R
3 3 3 6 6 6 3n 3n 3n
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=—l-[l+—£—‘+... +—1] > 4o, @
3 2 ,,

EJERCICIO 127

Sea s (pmi Lo, 1 11,
n=1 n 2 3

e e

+

Si reordenamos la serie de tal forma que p términos positivos y q (érmi-
nos negativos vienen alternadamente, demostrar que esta reordenacion con

verge a log 2 + 3log (p/ ) .

Solucion
1 1 1 1 I
= J r— N - j—_— — ey, _— + e v e
T, e e gt d e
1 1 1
e 4 + S U —
14 2Znp 14 2npsl) I 2 2np+p- 1)
R PR S S
Ang+ 1) 2Ang+2) 2(ng+q
N S S SN S AU S SR
3 1:2(apsp-1) 2 4 2nq+q

—_— 1
=Vog 2ynp +p +'-§ +O(Tf”—-é— { logagr @) + C + O(= )}

=log2+logM+()(-;f—) N log2+é-log(p/q) (n—»oo)'

7 |
Yna+q .

EJERCICIO 128 .
, o n-1 1 .o
Demostrar que la serie '5_1 (-1) — converge , pero la siguiente

serie diverge :

11 I 1_ 1 1 1
— b= ki e e - —— . ., - U S
L2 bop+l pe2 2p+q 2p+qrl

donde prgq términos negativos siempre vienen siguiendo despues de p
términos positivos .

Solucion

Sea S lasuma parcial de los n primeros términos de la serie, en-
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tonces !

1 1
_67" - D(2pygaped T I>

m (2p+l
T [ 1 1 1 1
= - f T—— b e e e
v+l 2prgel 3pigel (m - D(2psq)ipel ]
[ 1 1 1 I
+f— - + - —_—
2 p+2 2pige2 (m- 1)(2p+q)+p1-2]
! [ 11 [
K + 4 e e + ] e— - + v e e ——
v p+p {m- 1)(2p*q)*p+pJ
[ P A S oo ! =
— s a2 4+ + Tl o ee———— te o
241 2p+q (2p+.1)+(2p+q) (prq)+(2p+q)
| 1 I . 1 |
‘e . (2p+1)+(m- 1)(2p+([) ' (2]7»+q)+(n1- 1)(2p u[)
las primeras "p_ Series convergen cuando moeo, perola ditima diverge a
~oe. ydg que - »
1 1, i
2 {—_+__, —_§'4- e . {--- +~—-—}
- [ 2p. 1 +2p+q * m(2p+q)
I : >—L + q + e + *.L
2rq  AZprg m(3p+q)
’ )
= A {1+—1_+... +_1_'r§-,oc (Mmoo}
2p+q 2, m
enlonces
S”l(zp—l[) - - (”I W) . [ ] .
EJERCICIO 129 -}
. oc N ’
Sea I a

2 w  4na serie condicionalmente convergente a S,
n=1

ST (S > §) dado,

Para

demostrar que existe una reordenacicn de los térmi
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nos negativos de la serie X a, que converge a §'.

(0 sea, existe una biyeccion w de N sobre N tal que w(k) =k para
a >0,y que }"7::1 aup =S )

Solu cion

(1l caso particular

Consideremos la serie condicionalmente convergente :

[)l'flsz'('z#...#bn'cnﬁ-... :SO (41)

(bn,(‘n > 0)

Sea N un ndmero positivo dado , entonces existe | tal que
_{bl+62+ .. «'-b[;s + A

b‘&bzé—.-. +b1_1<50+)\

(o sea, kZ:I by es la primera suma parcial de la serie §=1 by, que so-
brepasa a So rAL)
bl b2 . r v . b[
A e ———— ’ \‘
0] SO SO+/\
s )
¢
Como
(bl+b2+-vr +bl) ——C1+bl+1--(‘2 + o0 e = SO < SO+/\

entonces existe j tal que

(b_{#bz‘i--- ‘-bl)—(‘1+bl+1—C2+.- +bl+i'1— Cl+j < SO+)

o
Como X b, = +os existe m > [+ ] tal que

S(hl-i»..- -Lh[)'Cl + s e +bl+].‘1-cl+-j+(b1+].+..' +bm) > SO-,‘-A

1(/71+vc +bl)'('l+uvt .+b/+j-1"('l+/'+(bl+/'4‘ ".-‘_bm-]')( SO+A'

Asi sucesivanenie se obtiene unareordenacion de la serie (é1) que con-
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5

N

verge a S+ A de tal manera que los términos negativos N0 aParezcan se-
guidos :

ﬁbl-\-... J-br(l)i_('l;{br(l);_li-.. +br(2)§-C2+.-. :SOJ—/\ (42)

En (42), debe haber un nimero infinita de naturales n tales que
An) - dn-1) 3 2,

puesto que si An) - fn-1) =1 para todo n > N, (para algin N, )ia

suma de la serie (42) deberia ser igual a So .

(n} Sea §- 9,} la sucesion formada por todos los términos negativos dela
sucesion {a”}. Sea A=5'-8>0 entonces existe una subsucesion de

tq,t » digamos :

Uo(1)+ U(2) » « =+ » Gg(k) ++*
tal que.

oc

5 - : y . ;
5 Ty(p) €0 { para algin €, diferente de ~) (43)
Como la serie
ql-q1+"q2-q2+q3-q34... A R =0 (44)

entonces , de los términos negativos de la serie (44) eliminando los Yo(k)

(k=1,2,... ) tenemos:

9091+ * 90" To(Dsl * To(Dil” *+*+9(2)-1" 9241

» 4

()" Go(a2t o T = 3 g = ¢ (45)
? 3

Aplicando el resultado obtenido en (1] a'la serie (45) podemos afirmar

que existe unareordenacion e esta serie que tiende @ A + ¢, detal ma

nera que los térr{zinos negativos no aparezcan seguidos.  Ahora , enire

los términos positivos seguidos (hay un nimero infinito de tales téminos)

de esta reordenacion intercalamos los negativos

T A1) " 99(2) "9o(3)r e v olk) e _—

asi. obtenemos una serie dternada que tiende a A +E€pm €y = A
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917 D) *92° G2+ 93° Dyp(3) + v+ = A,
donde W  esuna biyeccion de N sobre N. Enla serie ij a, , re-
n:

emplazamos 4, bor q,,) » entonces la serie asi obtenida converge 4

S+A=8.m

EJERCICIO 130

ox
Dada una serie 3 a_  , sean
n=1 7"

demostrar
i) t ={(n + 1}'Sﬂ - no,

i) Si X a, es sumable en Césam , entonces Z a, converge si y solo

si 1, = oln. [Nota : <0’ pequerio |

i) a, essumable en Césam siy solo si

I3
— " ___.  converge.
nln+1)
Solucion
(i} tn=a1+2a243a3+... + na,

no, =na;+n-Day+.... +a,

luego :

no, + t, =lr+l)ay+ ay + o0 + an) = (n+ 1) S, -

(i#) De (i) :

S n
Sn B n+ 1 " 7+ Ion ¢
Si g, > 0 (ne) entonces n:ll o, - o ., porlotanto , {5 }con
verge si y solo si {e, /n+ 1)} converge a cero ‘Nota ; seq que
t, =oln.
Nota: i 'n 0 ya que - lim S = lim o =o,

naee p o4l N 71 50¢ 7
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(iis) :
n = s . n_ o , n+15 o
n+ 1 ” n+l ® n n n n
luego :
4
n =L . __1 .
nin+ 1) n " o,y 1 07
Utilizando-la relacion S, =no, - (n-1)o, | se fiene:
?
n -1 (
—_— == (o, - (n-1)0o__,) - o
nin + 1) n n -1 n+l P
-1
=" _ 5 .n o
2l 7 - n-1
Por lo tanto :
EN ‘n =_N_,
I pns+ 1) N+I N
. [n
: . eslo es , {oN} converge siy solo si la serie 2 converge .
n ﬂ(ﬂ +1 n
S 4
- EJERCICIO 131
N ‘. :
B Dada una sucesion {a }, decreciente que tiende acero, sean
o fe
‘ 4 n n k n k -
L S =3 a cou, = X (1R a , v =3 (1)RS
| ': n k:I k . n k=1 . k n k=1 k .
B
| % demostrar:
Lk
% 2) vn -"2— un + (-1) '271 . N
L D - -
g A .. o0 n _ 1 o n P 1
i) 3 (IS = 3% (1) a (¢, 1)
I 7 7 r
o0 1 ——
W) 3 (0" (1 +.‘;.+..‘. L) = sgyZ (c,1).
n

Solucion

i 2y - u, =-(51-¢11)+(32-az) N +(-1)n(5n-an)

n
S S tS,e L (17 g
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= Sl. SZ+ e +(‘1)nsn_1'51+ 52" P

= (DS
n

entonces ¢

R n _n
l” 21{ﬂ+(—1)-—-——

(i) De (i} :

= (+1)7 Sn

Vit Ust . *U n 7
12 LA T S A G A
n 2n k=1 2n k=1
1 J 1
= NUY
2n k=1 & 2n " ]
Como §un{ tiende a = (- 1)% a, =u, cuando n o , entonces
1" .
Tk“:] u/a - uo (71-)0‘-).
También :
“y,
- 0 (n-o0e) yaque u, > u,

A} 2, a :
no- _1___’_%_ > O (ﬂ«)m“) ya que ﬂk - 0' ,

entonces , de (i)

Yp _ 1 % (- 1) 5,

- 0 (noeo.
—t
2 2 n

. n
De (46) tenemos :

v1+1/2+¢-- +Un_ 1 Eﬂ 1 1
n wh TR T T
0 sed, oo I .
Lo6LNtSs =3 (-1)%a c, 11,
1 n 2 1( n ( ’

(iii) Tomando a, = 1/n , de (ii) se tiene :

DRSS LS BN ST b R
1 2 n 2

&0 n 1 _ 1 — =
21 -1)% = —;(-logz)—-log\/Z

(c, 1.




EJERCICIO 132
Demostrar que las siguientes series son sumables en Césaro :

§ 5 () log (n s 1) il ST D" Hog (n 1)V

n

Solucion

; - n + 1
i) Sea a; = log .

, entonces {an} es decreciente y tiende a cero,

y

n
dp+dy +..0. + 8, % kz_l[log(k+1)- logk] =logn+ 1),

del ejercicio 13! se tiene que :

S (1) logln+ 1) = X (-1)" a (C, 1).
n=1 n=1 ”

ii) Sea a, = {log(n+ 1)§2—-{10g n}° , entonces se puede demostrar

que {a,} es decreciente y tiende a cero, y

f S 4, = 3 [logh+ D —(logn)®l =log(n+ 1)}° ,
‘ é Py L 221 {log g g

del ejercicio , 131 se liene que

S° (D7 flog(ne DP = I GU"a  (C,1).
5 n:l n=1 n L

'

v
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CAPITULO i

DOBLE SERIE

§ 20 Doble sucesion

Un conjunto ordenado en  forma recrangular (ver Fig. 27) se llama
una doble sucesién . Para determinar doble sucesién hay que dar el

* k¥ k k ok ok ok %k k Kk k %

a
columm a 2%columm a 3%olumn a 4%colunn a 5%0lumm a

. . N [
' N '

zﬂﬁla—-(—x 2 3 4 5 .. \

2“,;1;;--4-2 3 4 5 6
: <

Sa[i/a -—-3

4
v
N

~

4% fila - 4- 4 b 6 7 8

» L L . L T T /

n, k elemeno =(n + k). 1,
Flg. 27 (Un ejempla de doble sucesion )

elemento que ocupa al puesto correspondiente a la - ésima fila y k- €sima
columna para todo » = 1,2,3, ... R =1,2,3,,.. ,lo lamaremos
., k-elemento .

Sea a, el ».k- elemento de la doble sucesidn , la doble sucesion

#Nota
es ,expresada por {a”, },70la

* Ok ok ok ok % %k ok % * ¥ K X
“Mota  Una doble sucesién es una funcién cuyo dominio es N x N :
= N —_————)
S 3!1”’/2}. NXN } R
{n, k) 0,
180 -
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EJEMPLO 43 (Ejemplos de doble sucesion )

5 % i A = {a,; k} B a, p = 1 , enltonces
% : ’ ! n+k
i 4l 1 1 1 L \
‘ 5 2 ’ 3 ’ 4 ’ 5 » 6 ] « e e
£ 4=
f 1 1 e 4 1
% g 3 i 4 » 5 3 6 ¥l 7 ) L] . . .
oo
1 4 1 1 1
4 F 5 s 6 ¥ 7 ’ 8 ) * . *
ii) B = {bn k} , bn P /(2 3k) entonces
S S B
' 18 ' 54 162 '
B = _1_. ._1_ ._.1._ _1...
; 12 ' 36 ' 108 ' 324 '
=
| : 2 3 = 1
i ; 24 ' 72 ' 216 ' 648

t
Dada una doble sucesién ta, 1, si a, , seacerca aun valor L cuan
’ ¢ —-—

do » y k crecen infinitamente entonces se dice que la sucesion tiende

EJEMPLO 44

a L y senota ‘ ot
i lim a_; = L, . (1
i n koo ™R ‘ R
3 . . N ! . :
B Mas estrictamente , (1) implica que para cualquier ¢ > 0 dado, aun-
% P3
;% que seamuy pequeiio , existe N tal que -
2
X4 . .
% la,, -L | < para todo n, k 3 N (ber Fio. 28) (2)

1

n+k 2

i) Sea Gk =

entonces
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lim ! =0 ,
nksoo n 4k
ii) Sea a =1 entonces lim L
n,/e ”n 72, ko300 n

iiil  Sea a,p = ¢ ( sucesidn constante) :
?

:O.

c c c C . .
{an,ki c c c c . .
c c c c . .
entonces
lim c=c.
1, k-0
* ¥ £ X x Kk ¥ % * ¥ K R %
N-€sima
columna
!‘i’
all 012 . aIN P \ i
azl 6122 . . a2N .
N-ésima . 77 // s
fila | NI ONZe e /’~ /®/
0) 7 0
. . .. % P2
O0Cs
/ /,//

Los elementos a,p talesque » 3N, £ 3 N

y son aproximadamente iguales a L .

FIG, 28 (lim a,r =
ryhoos
iv) Sea a =n-k .
n k 7+ k

Evidentemente el limite de

. nek _ , R ,
lim ﬁ_é_ =1, lin "2k - 1, lim = 0.
nes  n vk ksoo n o+ & n-00 !
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ta, ;1 NO existe. Ndtese que

ocupan la zona subrayada,

L)




{an,k§ = \ 3 4 -1
1 1 2
4 0 L.z,
3 5 6 —*-1
9 2 1 \ 1
7 El 0\.7 I A

[2ah ammmad \nl\u

2

s 7 \ ’
1 I I
v} Sea @, b =~n—senk entonces

lim —;—- senk =0

n,k—»oo
ya que
1 1 1
| = senk -0 | == |sen k| <5
“/senl sen 2°  sen 3 sen 4 . . \
{ank§:‘ sen' 1 ” sen 2 sen 3  sen 4
! 2 ¢ 2 2 2 c
) *
sen 1 sen 2 sen 3 sen 4 . r
3 3 3 3 ~
. "

. . . . v R .
Notese que NO existe el limite : lim ,—71;- senk , pero siexiste el limi-
Bsoo’

te : lim L sen k =0 4para todo k fijo .

71500
vi) Sea an"/e =n+ kR entonces
lim a , =+ (DIVERGE amds infinito)
7,k 00 ’ )
vii) Sea 2, = n ~ k. entonces ;
lim (n-k) NO existe:
1, koo
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TEOREMA 16

Sea {a, &} una doble sucesién que converge a § , si existe el li-
{]

mite lim 4, ), paracada » fijo, entonces tenemos :
k«)oc ’

lim |} lim a, & } = § (3)

700 k—)oc

NOTA : FE! limite que aparece en (3) se llama LIMITE ITERADO ( ver
Fig. 29)

(al'l dl'z 41'3 v e . al,k . . l—) 51‘

§
21 %22 433 . dgp .. —i 2?
@, 1 %2 %3 Gkt —>] S,

= 3 = 1 s
FIG, (29 ( s, kzz,: G, p v S nlzno n)
Demostracion
Dado ¢ > 0 existe N, tal que

la,p = S| < ¢ para todo n,k > N, . (4)
Sea s, = 1_1;0,,: a b s Sion B N, de (4) tomando el limite
cuando k 00 se obtiene @

Sﬂ - $ l L e,
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esto es

17 ->00
EJEMPLO 45
i) lim L -9 , lim L =0 (paracada n fijo) ,y
koo 1 1k koo n+ k

lim { lim 1 V= lim 0 =0,

1500 koo n+k 700

i) lim  Senk =g

,» pero No existe el limite cuando ko, entonces
n,k-m /A

sen k !

lim { lim NO TIENE SENTIDO .

1100 koo n

nk
iii) Sea 4, r = 2 .2 . entonces
n" + k
lim =
koo n2+k2
luego : , nk
lim { lim } = Ilim 0 = 0
2 2
nooo  kwos n- + k 12300
pero NO existe el doble limite £ rnk
. lim 2 3
' nksoo n- o+ k
#
Para cualquier N, si n =k > N, entonces -
’ 2 1
‘wk " T 33 T 7 :
n° +n", Y

i on 3 NO E=2n > N9 entonces

a = Z
. % 2n 2.2 S ,
"
Como —é— # —?— se ve que NO EXISTE el limite de esta doble sucesion .

EJERCICIO 133 ' ;

Investigar la existencia de los limites :
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lim a, b Lim | lim an'k§ y lim { lim a-n,k}

rz,k—»oo 12-500 k-—)oc k—)oa n e

) ! ) k
v a = ii) a =_ =

nk n- +k nk n -k
ey, sk L1
iii) a,p = _;I--:-k—- iv) a, b ={.1) (—'-2— + )

- (-1)" _ n+k
v a,p = - vi) a,p = (-1)

. _ cos (na/3) _n Kk i
vii) a, b ~._..._7;-£——— viii) a,, = W2 B sen7
9 n + k ) n -k
ix) a = —_— x a =

mk w4 k2 mk 2, 82

) nk " nz k3
Xz, a = (s = (<1 -3 <
i mk T 3.3 xi) a,, =(-1) 3, 46

RESPUESTA

i) ‘Los tres limites =0,

i) lim {lim %} = lim 1 = I

172500 koo n+ k 7300

lim { lim-%_} = limo = 0.

500 moece n 4+ kB F-00

El limite doble NO existe.

n
i) fim | tim (DT = im0 o= 0

71300 k—»oo n+ n-o0
n
lim § lim L-_I_)___r_z_ ! NO. existe.

—00 7300 n +

El limite doble NO existe ,

iv) El limite doble es cero .

Los limites iterados NO existen.
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v) Ellimite doble es. cero.

lim { tim £ = timo =0,

o0 kv;oa 720G

n
lim §{ lim __(_'_1_)_.§ NO existe.

k»oo 1200

vi) Ninguno de los tres limites existe .

vii) El limite doble = 0 ,

el e ke e P

lim { lim cos (72”/3)} = lim 0 =20

7n->00 ks 100 !
lim { lim €0Sn7/3)1 NO existe .
koo 7500 k

viii) S sen_i _ sen(k/2n) sen k1) 2n}

_ i=1 n sen (1/2n) ,
- lim { lim 2 3 sen—t2} = lim 0 = 0,
700 J e k2 i=1 n 71500
n 'k : k(k. + 1) I
lim { tim— X senl } = lim 5— = —
koo nsca RT i=1 n koo 2k 2

-

El limite doble NOsexiste ( si existiera se tendria 0 = —;— I

*

+ k
ix) lim | lim i V= lim 0 = 0,
71300 ko n°+ &k 7500 -
- 13

im | tin 25 kim0 =0 .

im im = lim =0, .
koo n-00 n2«~ 2 koo 4 !

r

El limite doble es cero? como puede verse de la siguiente manera:

nz'-lez ;—é—(na:-k)z ,

£ < = - - n, »>00 ),

h n2¢k2 S n +k)2 n+ k&
x) Los limites iterados = 0 , y el limite doble es cero (similar a ix) ).
xi) Los tres limites = 0 .
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Ndtese que NSRS (nsk)n? - nk - k%) (n-k)nk

o ’
entonces
2 .1
n34/a3\ nkin < k) ns k.
712 k3
xii) lim } lim (-1)7 3 2} = lim0 =0
700 koo no o+ k n 00
2,3
k
lim | lin (-1)" ———} = Jin 0 = 0
k oc 72-300 n” <k koo

El limite doble NO existe :

Si n=k° ) n2k3 7 b
—_— =2 5 L x (kse), entonces
2

o

k es par)

S
+
&~
N
i
f—/\wn
,
2
-
&
H
A A
(1S}

k esimpar)
]

EJERCICIO 134

‘Demostrar que una doble sycesicn {a, 1} converge siy sdlo si, dado
: ’

¢ > 0 existe N tal que

satisface la condicion de Cauchy, entonces existe el limite :

188

n, k zN implica {an+p,/e+q - an’k! < € (5)
donde p, q=1,2,3,...
Solucion
i) Sinlir:zw a,, = A, entonces dado ¢ >0 existe N tal que
Ian,/a - Al < 2 ‘paratodo n,k 3 N (6)
luego , paratodo p, q>0 tenemos
Oppbrg Al < o2 7)
De (6) y (7) se tiene la desigualdad (5)
ii) Suponemos vdlida la condicidn (5) ,sea b, = CN la sucesion {bnl

“4




A = lim b77 = lim a

700 700 nn
En (5), escogemos p y q como n + p =k + q ytomamos limite cua -
do n+p=k+qg >0, entonces

'\A..ank';gc (n,B > NJ) ,

esto es
[lm an’k = A .

"y koo

§ 21 Doble serie

Dada una doble sucesién {a, .1, por un procedimiento similar al utl
, o
lizado en el caso de una serie se obtiene una nueva doble sucesion{S(p, ¢/}

como sigue :

? 4
Sp,9) = XL X a (8)
29 i Tk
esta doble sucesién {S(p, ¢} se llama DOBLE SERIE , y se nota
iéj(P.t?)E B n,%=1' “mk ®)

En caso de que exista el* limite :

1

lim S(P. q) = § ’
2

se dice que la doble serie convergea S , 0 § gslasuma total de la doble

* * * i"f * * * * *

S(p.q) #

I

L1 + L2+ +%yq
4

42'1 + a2’2+. [ +a2'q
. W,,,ki

s . . e s s ® o .

ap‘1+ap12+... +ap'q..

pa—————

\.- o« v » I . e e

FIG. 30 ( Sumaparcial S(p,q) de ladoble serie)
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serie y se nota:

ﬂ?k:]aﬂ:k = S5, : (10)

o
Notese que la escritura 5 @, aveces representa una doble sucesion
= 7]

n k=
((9)),y aveces representa un valor numérico (el caso (10)) .
EJEMPLO 46

1 - .
i) Sea an'k‘ = -2”? , enlonces i
p g 1 p 1 g 1
S(p,g) = ¥ 3 — = ¥ — —
A NI - R = O
Loty 4 L ¢ )
TR T 2 e
- _1_ g
n k=1 Z"Bk 2,
tl) Sed an,k = 1,
b _q p .
S, =335t 1= P11 ,
b 4 el s Pxq

- .
entonces la serie Ek 1 esladoble sucesion {pq} :
n k= .

Jurn:
q columnas  — 00 . = o¢ 1
(’ T nk=1 " mk=1
pfile 1 2 3 4 .. .\
{ank}_ l 1 1 LA 4 1 LI 4 gb
' ={2 4 6 8 ... "
3| 1 1 ...1 . 3 6 9 12, .
4 8 12 16 . . . ) 3

FlG, 31 {an’k} y 2 an'k.

n k=1
Como {pq{ diverge a +oo cuando p,q-> entonces:
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Ew 1 = 4o, “(ver Fig, 31)
mk=1
iif) Sea a,p = 1 st n=k+l
= .1 st n=k-1
=0 si |m-k|# 1 ’
1 si qg>p
S(p,q) =
4 -1 si gqg<p
z 0 si g=p. (ver Fig, 32)
[ .
F o
: Entonces la serie 3, a diverge (ver Fig. 33).
mk=1 ™k g £
f;, L ] £ » ® * * E ] * * ~
: o p és‘ima q ('*s]ima
cotuymna (9] %T-nnﬂ
.. 0
\
v. 0
0

. n
() e+ o8 e e s . }

FIG. 33 Serie S a
¢ nk=1 ™k

EJERCICIO 135
Demostrar que una doble serie de téminos po sitivos !
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o0

Ela | ok a,, > 0 paratodo n, k
nk= s 1 K

converge si y s6lo si la suma parcial es acotada, es decir , existe una

constante M > 0 tal que

Slp, @) = Ep Eq

a ., <M aratodo p, q .
n=1k=1mk> ? ?

Sugerencia
i) Sea s = Sup{S(p,q)/ p,q=1,2,3,...}

entonces dado ¢ > 0 existe (p,,q) tal que S(p,iq) > S ¢,

sea N, = Mdximo {p,, q,}

entonces para todo p,q > NO se liene

| 8(p,) — S| < e, ®
EJERCICIO 136 (Condicion de Cauchy)

[+

Demostrar que una doble serie 3 a

converge si y s6lo si sa-
1,k

n k=1
tisface la condicion siguiente :

Dado ¢ > 0 existe N, tal que

k
n,k > N, implica ]nip fq

a; . | < ef(pqg=1,2,3,... ).
i=n j=k ¥l
Sugerencia
n _k
Sea S(nk) = 2 ; p3 | % aplicar el ejercicio 81 ala doble
1= 7': ’

sucesion { S(nk}}. o

EJERCICIO 137

Demostrar que una doble serie converge si converge absolutamente .

NOTA : Se dice que la doble serie 2: | %k cOmverge absolutamente
n,R= '

si la serie Zm a converge .
nk=1 | n,k] 8

Sugerencia
Aplicar el ejercicio 83, »
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EJERCICIO 138

Demostrar que ladoble serie

Ew o (n 2+k 2)

n k=1
converge ,
Solucion
, oo 00
st 5T @PkD 5P on? 5T < = R
n=1 k=1 n=1 k=1 n=1 k=1
pero tenemos
oo 2 . e'l 1
Lo ¢ Z e = 1=
n=1 n=1 I - e e « 1

entonces

2,2 :
5?5 o) L2 e

n=1 k=1 e -1

§ 22 Reordenacién de una serie sencilla en una doble serie

# Sea N el conjunto de todos los nimeros naturales , sabemos que hay

muchas manefas para teordenar N en forma cuadrada (ver Fig. 34)

* * * * * * * * *

I—+2 67 ‘15516

3/ 5/8‘/ 14/ "/ 30— 2‘5
VA 1

4 9 13 67 23
g/ , $
10 12 11,12,143 22
L - -
11 18-2/19920+21 17 '
H 7
“ Ejemplo 1 P Ejemplo 2

»

FIG, 34 (Ejemplos de la reordenacion de N>

Consideramos una reordenacion de N en forma cgadrada , sea f (k) el
nimero correspondiente a la n-€sima fila y k-€sima columna (ver Fig. 35),
: es decir , la n-esima fila es una sucesion {/ (1), f(2), ..., [k e s 3

O sea, f, es una funcion uno a uno de N en N:
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fp ¢ N wo—— f(N) TN
B p——s /n(k)

ylos f(N) n=1,2,3,.,, sondisyuntos y ademas

>:/1/H(N)

* * * * * * * *

N.

1% col. 2% col. -3% col. 4% col. k-ésima
; ; : : columna .
# jita -- (.- 7 C e R N 2 B 1) I
Pfila - d--fAD (4D KB pE . .. pR
Mpla--4--K(D LD KB K& ... B
r€sima
fla TFRY B L0 L@ |
FIG, 35
Correspondiente a una reordenacién cuadrada dada de N, una serie Ewl a,
. n:
puede ser reordenada en DOBLE SERIE como sigue :
I =
mk=1Tn® = G apy . v gy .
+ dfz(l) + dfz(z) +e e e+ afz(k) + .
A G L T )t
+ . e e e o e e e (11)

Tenemos el siguiente teorema :
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TEOREMA 17

oo
Sea = | % una serie absolutamente convergente ,.Dada una reorde
n'_— —

nacion cuadrada de N, {f,(k)}, entonces:

(1) Para cada » fijo, la serie ( de fila) :

%:1 a'fn(k) = afn(l) + a[ﬂ(2)+ « o +a/n(k) + e e .

converge absolutamente .

(i1) Sean -
/E—‘l afn(k) =5, (n=1,23,. . )
entonces la serie %: §, converge absolutamente y -

(iii) La doble serie 2: . ay ()  converge absolutamente y su suma
n,R= n

total es §.

: re Se puede ilustrar este teorema en la figura 36 :
i o -
gj; 4/1(1) + afI(Z) + . . e + afl(k) + . = .Sl
% 4 a/2(1) + a/2(2) + . . N + dfz(k) 4+ . ¢ - 5‘2
2 : . +
';'u :;(‘.rie d("' ”- e’sim'a fila _:

4 . e .+ a oo o = . b
140 * %2~ AL I R
. -+
+ . 0 . . . . er . . ,:
14

00 "
@ T ajrdotdat . b e -

FIG. 36 $

Demo stracion . - o

i) es evidente.

i) (Demostracion similar ala demostracion del teorema 14.)
Dado ¢ > 0 existe N tal que
195




3 a, - S| < /2 (12}
k2=N g < 5/2’ (13)
Sea M un nimero natural tal que #Nota

AL 7 on k=42, ..., M} > {1, 2 ...,N}.

Sea m cualquier nimero natural > M, como 2:1 a/n(k) =S8, se tiene
m Tm E:x-,
s =X a
n=1 7 gng h=1 W
_N 5’ ) (
= 2  a + a; ’ 14)
=1 7 N T

’
dnde 2 esla sumaparatodo j >N tales que (ve Fig, 37)

‘e = . =
i {fn(k)/n L2, comik=1,2,3,...0=-112,,., N

* * * * * * * * *
/////f/////////_/‘/I//’//////]:/If’/‘
r;a/I(]) + e e .+ df](M)‘«.}- e e e e + dl(m) e v = 1
n }
l7 . . . ' . . .

’ |

"4 ﬂl.'az e v s . (IN l

‘ a + % . . + 4 . ..+ oa e ={ s

- U

’ »

»” . . . * .

i

> + e . + a + + a + ... =18

: f( D (M) : frp(m) m
Lkt ol 7 8L Ll L L LLELLLLALLLLLLL

’ . ,
3 eslasumade todos los elementos que estdn en el rectdngulo
rojo salvo aj , ap, ..., ay.

FiG, 37
# Nota Como {/n(k)i es una reordendacion cuadrada de N entonces Ios

némeros 1, 2, ..., N deben aparecer en algin lugar de la reorde

nacion cuadrada .
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|

i

ook

ki b e

Entonces

"5 sl as S 4o
R l=‘j=1a7f+,>N 4=

sN S|4+ 3
»\<‘ j=1ai_ ¥+;‘>N1a7‘l

iii) Sea M el ndmero determinado en ii), si m » M entonces
m m N

17
> a = X a 3 a
wel h=1 LR T 1% T AN

»
donde 3 es lasumapara todo j > N tales que

P e a=12m k=120, mi-11,2, ..., N}

Por un procedimiento similar al caso ii}, se tiene :
m

| :
e S e

3,

§ 23 ,Reordenacion de una doble serie en una serie simple

En el paragrafo anterior hemos estudiado una reordenacién de una se-
rie simple dada en la forma de una doble serie , ahora , pensemos en reorde-
nar una doble serie en la forma de una serie simple . Sea g una biyeccion

»

de N x N sobre N : -,

g’ Nx‘N-—————’?ﬁ

entonces una doble serie X , serd reordenada en una serie simple
3 n : K

a
k=17

como sigue °
= #
2_ b, dOﬂde bg(ﬂ, k) = aﬂ,k s
EJEMPLO 47 3

Consideramos una biyeccion g dada en la figura 38, 0 sea
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g(n,/e)zj(n.z)%k O] @006

’ sinzk, @ | 1] 4]9]|16]| 25|36
5 B BEEAREE]
ES-(n- 1) @ | 243 | 8| 5| 2435

. - T T

k, At
stoms ® | sLeL7| EAR
T 7
entonces la serie simple @ | 1o114121,13) 22| 33
obtenida poresta biyec- G | 171804, 20_,?1 2!
cion g es: @ 26 L 27._’28_’29_’30__'}1
@ | 37| 38
FIG. 38

aj 1+ay j+4dy 2+ a1,2+a3'1+a3'2+ @3 3+d3 3+ @ 3+ 84 [+ a4 D+ ug 3+
L]

TEOREMA 18

o

Dada una biyeccion g de N x N sobre N . Una doble serie Ek—la"'k
nR=

converge absolutamente siy sélo si su reordenacion por g converge abso

lutamente . En tal caso tenemos :

3:: Lk " ;s:: by donde b= d, (15)
Demo stracion
i) Si 2: bf converge absolutamente, entonces por el teorema 17 la
doble s]erie EOIZ:I a,r converge absolutamente ,y tenemos laigualdad
(15), '

ii) Dado M existe N tal que
{1,2,.0. ,M} C {gk) / nk=1,2, .., N }

ya que g es una biyec&ién de NxN s0bre N. Entonces

‘\M b EN
P K '
=1 l ]‘ ~ n,k=11an'k\

i=
esto es, la convergencia absoluta de la doble serie implica la convergencia
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absoluta de su reordenacion .

; De los teoremas 17 y 18, obtenemos el siguiente teorema :

TEOREMA 19
00
Sea X 4, , una doble serie,
mR= '
‘ 1) Si la doble serie converge absolutamente entonces
%:1 4, ”2:1 @, convergen absoluiamente y
Crs 1 -3 (5 1. 5 (16)
a = a - a
n=1 F=1 mk EZ1 p=1 ™k k=1 ™k
donde las series iteradas convergen absolutamente
i) §i la serie iterada S0 da i1 6 S 05 e, )
n=1 k=1 '"mk! k=1 n=1 mk
converge , la doble serie converge absolutamente y tenemos la igualdad
(16).
s &
EJEMPLO 48
- 1 si n=%k + 1
Sea B a,p, = Y-1 st n=k-1 (Ejemplo 46 (iii) )
' ' ’ si |m-ky # 1
entonces (ver Fig. 32)!
oo o0 oo oQ o0
202 a,1=2 a,;4+2% [ a,]l=-1:0=-1;
k=1 p=1 .k n=1 m 1 k=2 n:_.]'n,k :
mientras que’ ° B
S0 a,l= 3 a7, + 3703 l=1.0=1,
! n=1 k=1 ™k k=1 Lk n=2 k=1 "k
Obsérvese que las dos series iteradas convergen a valores diferentes , pero
37 5T diverge . .
ve1 =1 mkl ¢ .
EJEMPLO 49 ;

i

Demostrar para q < 1:
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: +—-3' + 4 aue = - 4 L
1~q l-q I-q5 l-q2 1-q4 lvq6
Solucion
Como lq; < 1 tenemos:
2ne1 o
S A f2 Dk
1 - qzﬂ'l kzl . ) -
Ademds , la siguiente serie iterada converge # Nota
“rs™ o (2n- D) “ g !
SUY iUy oS
w=1h=1'17 ! p=11 - |g%n 1
del teorema 19 tenemos:
b —7 =2 [ I g 2n- Uk
n=l 1 - 4" n=1 k=1
[eo] o0 2 -1
k=1 n=1
2k Ik
o0 o0 oa . q o0 4
- z ”k E { Zk}n z k - 2
=1 ? =1t p=1T 1 _ % k=11 4% e
# Nota
2ﬂ'1 i ;2n-1
o o0 -
s |4l - < s (4] _ 1‘ Iqlzn 1. +oo .
n=11 - |q| n=11- |q 1 -iql n=1
EJERCICIO 139 ol
Transformar la serie ‘
2 3
x x x
+ + Foee (x| <1)
14 x2 1+x4 1 +x6 .
en una doble serie y demostrar que
X x2 x . x3 x5 :
R = - + — e =
1+x2 l+x4+ I-x 1-x3 I-A.j %
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Solucion

-

).)1 o oo - -
T, = % '(°x2n)k = X I)k 1 xn(Zk b
14+ x k=0 =1
Pero, tenemos : .
= (2 DRI L S
n=1 k= n=11 - |x|"
1 Ym n
L CZT—5 P 9 < oo,
ST "
enlonces
o A Bl n(2k-1) ® ™ kT n(2ke1)
E—-}—=2f2 PLETAE G I I DR O § e
n=1 1+x71 n=1 k=1 p=1
2.1
oo k-l x
= 3 (1)
3 ST
§ 24 Producto de dos' series
Dadas dols series
El a, '; 21 bn
podemos obtener la siguiente doble serie
ZN by . . ! (17)
n,k 1 aﬂ k O .

Si las dos series convergen a A y B respectlvamente dadé ¢ >0 e

xiste N tal que
y

| S @Al <%, | S b oB| << paaiodo n 5N
i:]z ]:1 )

i z N
luego : A , 5
n n w
| 2 3 a4 b ~AB| < cfet|A| 4B}, "Noa
i=1j=1 *"]
0 sea que

La doble serie en (17) converge a AB.
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n n , s
Elai=A+A,2_1b]-=B+A’ donde |A] <e, |A].< €,
]:
entonces

n
a3 b, =AB + AN + BA+ AN
* % % %2 & %k

es absoluta enton-

o0 (=)
St la convergencia de ambas series £ a_ , X &
1”7 i 7

ces la doble serie (17) también converge absolutamente ya que

5T e b o5 o) 3T b < S0 3T 16l 1
n=l k=1 n’k n=l'r E=1 Rl =X 1 7] hi k

el teorema 18 nos garantiza que cualquier reordenacion de (17) en una se-

rie simple convergea AB ,y la convergencia es absoluta .

Sea )
R 5
€, = @1b,+azb, i+...+ a by = jZ: 4 by (18) %
entonces la serie X [ Cn esuna reordenacién "N22 de 14 doble serie (17) ;
n=
en una serie simple , luego tenemos : 1

ol sSTUS a4 1 AB (19)

X o =3 a,b__. =
T n=1.7 n=1 =117 nej+1

La serie Eo: c, se llama el PRODUCTO de CAUCHY de las dos series

2:0 a,y ET b, (ver Fig. 39).

# Nota

v . )
Mds precisamente, 3 ¢, es una reordenacion e insercion en
1

paréntisz's .

|
EJEMPLO 50
s oo o 1 oc o 1
emzl‘azg——:l,ibzz—:i
1" 1 > 1" 1 3" 2
entonces
U 1 1 ?n (3/2)/. ~ 1 327 ;
RS O AT IS RS = "o U -
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1

271 - 3)2 .

Por lo tanto , tenemo s :

4 TN o I 1 ‘_w 1 oo | = ] _1 = i
v=1 :;1:1[—2'—" 3 I 2
Se observa que

E o0 o - o0

2 - i - v = _i

5 21 “n R 21 b, < 2 -

“ * * * * * * * *

El producto de Cauchy es unareordenacion de la doble serie Za, by

en la forma indicada en la'figura . La biyeccitn g (ver § 20) es:

:(n+/e'- A + k- 1)},

g(ﬂ,k) > P 'y
FIG.. 39 H4Producto de Cauchy) -
EJERCICIO 140 | )
: w 1 ; o
Sea 20; a, = 21 —'27 , hallar el producto d} Cauchy de Zl a,
00 ,
y 21 a, y comprobar el resultado (19). .
S'ugerencia Similar al Ejemplo 50 . m
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Si las dos series convergen condicionalmente , el producto de Cauchy a

veces converge y a veces diverge como se muestra en los siguientes ejem
plos

ot

P

EJEMPLO 51
o0 ('1)”‘1

n

Sabemos que la serie 2 converge condicionalmente , sea

00

21 c, e producto de Cauchy de la serie dada con ella misma, o sea

S5 (VR pmE

n 1
C Z e —————
" k=I1NE  fu-ks 1 E=1 VeYn-k + 1),

pero : ]
n 1 1 7 dx

” 1
= p3 e > E — >— —
le,| =1 kvn-ks 17 k=14&Vn V7 fzﬁ'

=1/—j;-(ﬁ. I« 2(ow).

Pyrlo tanto , el producto de Cauchy 21 <, DIVERGE .
|
FJEMPLO 52

o ’['1
La serie Zl (1)

converge condicionalmente a log 2, sea
”

9
3 c, el producto de Cauchy de la serie con ellamisma, o sea
1 ! E

S N Vol S U BT L S S
H k=1 k nekyl k=1 kiln-%k + 1)
: n
_(_1)r2'1 2 [J_ + 1 1
= k n-k+l nsl
ont o i 1
=l Fl = ... 121
ny 1 2 »
Sea 1 1
1+—)-r.,. +—=/0gn+C+d”

( C es constante de Euler , dn como en el teorema 10)

cutonces |
!‘1,,\ < =~ (Teorema 10 )
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i il

Por lo tanto tenemos :

oc oc -1
S - 5 (-1)7° 2 -
v <, ;:1«—’2—:——(10gn+(,? dn)

sosT U g e s M 5 v (midg
I p.1 I ns+l i 1

o
“ag 4 . . « . . - .
% las primeras dos series convergen condicionalmente , mi entras que la dltima

converge absolutamente, luego el producto de Cauchy converge .,

R

e

EJERCICIO 141

Demostrar que el producto de Cauchy de las dos siguientes series con -

dicionalmente convergentes diverge :

Eoo (_l)n-l Eoo (. 1)72'1
I n I log (n+ 1)
g Sugerencia ’
i —— —— Similar al ejemplo 5 1.
|
n
: <, =(-1'>)”'12. ‘ I

k=1 klogin-k +2)

1 st 1 ? dx _ logn

1
> ——— 3 = =
”‘ 7 logn+d) 1 !é log (n + 1) I x log (n+ 1) a

‘C | (n-)oo)

EJERCICIO 142

Sean {ani, {bni (rn=0,1,2,3,... ) dos 3ucesiones acotadas, de-

mostrar p ‘,

)3 a - 1 37 b,.1 ol convergen absolutamente para todo x
n=1 n n= 1 i R
vxl < 1,

i) Hallar el product(; de Cauchy de las dos series, y demostrar que el pro-
ducto de Cauchy converge absolutamente st |x| < 1.
Sugerencia '

i) Aplicar el teorema?7 (iii) .

y - fe 1 "
#) = 3 %1® ¥
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Zrs? -1
_(%=l ak-] bn-k)xﬁ S s

Si Wn <M, lbn{ \< M para todo n, entonces:

fe, | < n M2 ]x}”'l )

lim¥ic | < Tim Vam? In W1t =5 < 1.

TEOREMA 20 (Teorema de Abel)

Padas dos series convergentes :
o0 o0
%:Ian=A, ’;2:1 b, =B .
si el producto de Cauchy converge , entonces su suma total es igual a
I'XB .

O sea, larelacion (19) ( obtenida en el caso de la convergencia absolu

00
@) es valida siempre y cuando la serie = | €n converja.
n:

Demostracion
Sean

An"'al""'*a'B:171+--~+b D=CI+-.-C

entonces

A»A,B -;B,Dn—)D(n*OO)-

n n
Vamos a demostrar que D = AB. De la figura 39 se ve que :

D:cj'.c,-...>c=a13

2 . -‘-aZBn.J-,L... ;anBJ ,

n

luego :

I)I.Dgf,,_. ”

:‘[IIBI - {alnz4a231)1- e T(aan* aan_1+... +anBI)
=AIB"+AZB"_1,...1A”BI ,

0 seda
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et e e L

Demo stracion

1 _ 1
— (DI+D2+' .. +Dn) —7(/413” + A3B, 1+ ... +A4 B;) (20)
Pero como D> D entonces el primer miembro de la igualdad (20) tien
de a D cuando n > (Ejercicio 24), mientras que el segundo miembro

tiende a AB  (Ejercicio 24) ya que A - A, B > B, porlo tanto:

D = AB. ’
n

NOTA
En el capiwlo V , daremos otra demostracién mds sencilla del teo-

rema de Abel utilizando series de potencias .
EJEMPLO 53

En el ejemplo 52 tenemos :

o0 .1
D G2 VA S S O =L g 2?2

n=1 n+1 2 n 2 "

EJERCICIO 143 e

Demostrar el siguiente teorema de Mertens
4 Le

oo =)
Sean S a =A, % b, =B
: n=1 7 n=1
dos series convergentes , si'una de las dos series converge absolutamente,
1 -

entonces el producto de Cauchy converge a AB-.

n n’ k . !
D = Elck‘—'z Lz ajbk-i+1]

n = k:l ,‘:1
Fd 1
n _n 4 Fiv 40)
= %:14%:" a; bk-i+1 { ver Fig.
-iy ] n n ‘ n
- 3" S = a2 by -2 a X by
=1 71 p=1 b ji=1 7 k=1 i=2 T k=pn-js2
%
Como an a; %ﬂ b, - AB (n-x), entonces basta demostrar que
7: = .
S 4 3 by -0 (now) . (21)
i=2 1 k=n-js2
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2 ~ Los puntos (ki) tales que

n E=1,j=1 \
- R=2,7=1,2

E=3,j=1,2,3

=

3

3 ' k=n,i=1,2,3,..,n
(3,3)
2 - - ,
(22 estan en la figura.
1
(1, 1)
l
I 2 3 n j
n k n _n
FIG.40 (> X =X % )
k=1 j=1 j=1k={

o0
Suponemos que la serie 21 a, converge absolutamente , sea

21 1anl = M1 .
0b Lt |3 AR d
servamos e = —-— - es dcotadavya
“ E=n-j+2 k| BS1 kT k=1 Tk Y

oo

que la serie szl b, converge, sea My tal que
, | .
l %,:71"1'*%2 by| < My (paratodo n, j $n ).
Aplicando la condicion de Cauchy a las dos series ZO; la,| 2°1° by, da
do ¢ > 0 existe N, tal que si m > N, entonces:

o0 €

s ) < msp f
. H ) <
j=m 1 24, l Zk:m by \ 2M ( paratodo p >0 ).
Si m > 2N, lasuma en (21) con respecto d indice | se divide en
dos
n N n
2 TR v Ea
i= =2 jENy+L
ast,
n n
i=2 1 k=p-js2
208
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b b,

-

N n n n
\< 2 o |a~l l 2 bk i + E la- l bk |
]':2 ] k:n-j.'_z i:NO+1 I k=ﬂ'j+2
N N
€/2M M,
(n-j+22 n-N +2 >N )
No n
<=5 3% o]+ My = ta; |
My =2 1 =N +1 17
———t —
A A
M e/2M ,
<=t M+ M, S = ¢,
2n, 1T T2 2w, =
EJEMPL O 54
o0 n-l =~ 7’1'1
Sean X . Lo b ILLZL_ , entonces el producto de Cauch)
n= n , n=1 n

converge ya que la segunda serie converge absolutamente . En realidad :

_ n (_I)k'l (.I)IZ'k

<, b )
k=1 R (paga )
. n 1
(irts’ ——
k=1 kin-k+1)
sl s” (L, 1 L1 _r
k=1 (n+1)2 k nek+l iz+1(n—k+1)2 -
. o
n- T 1 1 1 - 1
—(l)nl[ 1 TR SR B U e e
(”*"”2 2 n f’ (n+1) 227 7 .
Como '
1L L. +£=C1+logn+0(—nl—)
2 n
I IS IS SP N
1+—22'+'--+n2 2+n+ ?”2
h (C1 . Gy son constantes )
o r
la serie 3. c, converge condicionalm ente . ®

n=
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Producto de Dirichlet

L : 0 %
El enésimo término de la serie producto de Cauchy de 2ia,y3; b,
7

» . !
es la suma de todos los productos a; b; tales que i+ j=2n+1 ,0 sea

que el producto de Cauchy es una reordenacién de la doble serie

200

-2 a. b.

ij=1 %1

de acuerdo con la  suma de los indices de a y b De manera similar ,

se puede pensar en otra reordenacién de la doble serie Ecz].zl a; b]- de
acuerdo con el producto de los indices de a; 'y b/- , 0 sea , una serie
.‘:{:1 d, donde d, eslasuma de todos los productos a; b tales que
ij=n. Asi:

dl = a; bl , dz =a1b2+a2b1 , d3 =a1'b3+a3b1,
d4 :[ll b47d2b2# a4b1 . d5 :dl b5+a5b1 )
d6 = al b6 + (12 b3 +4 a3 bz+ a6 b] s elc.

En general ,

d = X a b, (n=123,... ) (22)
T T
donde )‘1 es la suma paratodo j que dividea » . Esta serie 2_1 d,
se llama el PRODUCTO de DIRICHLET de 2 a.y 2 ] bi
l: ]:

EJEMPLO 55

o0 a oo
Sean Als)= X _2 | B(s)= X ’; ( s es una constante)
n=1 »° n=1 n

dns series convergentes absolutamente , demostrar que

R c
S . = A(s) B(s)
n=1 znS
donde
- v .
Cu = aj b/h'/'
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Solucion

Como las dos series convergen absolutamente , entonces el producto de

Dirichlet converge a Als) B(s). El enésimo término del producto de

chlet es:
% bn/j 1 <,
TS s o Gt s s
il» i (r/}) iln I n® n

EJERCICIO 144

Sea s} = Ew._lg_ (s> 1), demosirar que
n:

n

2 _  dn)
(s) = X
¢ls n=1 #»nS

donde d{n) es el ntimero de divisores de n.

Sugerencia
Aplicar el ejemplo anterior para a, =b, = 1.

EJERCICIOS ADICIONALES (Doble serie)

EJERCICIO 145

Investigar la convergencia o divergencia de

00 1.
) - (a>1). '
nk=1(n k)% -
olucion : !
M dx M 1 T 1 M dx

—_— (S /g s
fl (n - 0% S i on? STt 1 (n+x°%
entonces

1 [ 1 1 ] ZM 1
< —_—
a- 1 - D%l ol T k=1 - B?

1 1 1

i

Diri

»
¢

{—— o —— [
SToD? a1 (- 0%

+ M)

a-ll‘
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Por lo tanto, tenemos :

I N 1 1 M N 1
DI a-1i— a-[}\< p a
a-1n=1 (nyl) (n +M) k=1 pn=1{n + k)

N1 1 N, !

+ e

<

Entonces la doble serie converge si a-1 > 1 (6 a > 2),

Si a £ 2 tenemos:

N 1 1 N
PR v ey T .
n=1 (n+ 1) (n+M)® “ » LAl i

1 N dy

]

- TET (y+M)a-1¥

g log-(—_.__N+1)(“'+l) - log 2 - Llo(sia=2)
= N+ M M

22-a 1

LN 029 o4 9279 _ e 2o9] - —
2-a 2 - a '(M+ )

(si 1< a < 2),
entonces la doble serie diverge .

<1l.m

Ndtese que la doble serie diverge evidentemente si a K

EJERCICIO 146

Demostrar que la doble serie

Zm_ (n+ik)% (i = \/:—1-)

nk=

converge gbsolutamente si y sélo si a > 2,

Solucidn

ln +ik! = n2+k2 ,

;,%-‘(n+k) < + ikl gn o+ k,

del ejercicio 145 se tiene que ladoble serie converge absolutamente si y

solo si a »2., n
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i

en

EJERCICIO 147

Sea {dn)} una sucesion , supongam s que la doble serie

57 ) R
n k=1

" converge absolutamente a S(x) para |x| < 1. Demostrar que las dos si-

guientes series convergen absolutamente para x| < 1y que S(x) es la

sumd totd de ellas':

5 ST dn) —2 ) ST A(n) ' donde Aln) = S dd)
n= - < n=1 din
Solucion

oo

D 5™ g ok = alw I (PR = atw
h=1 i1

X
1.4,

Como la convergencia de la doble serie es absoluta, se Kene'

S0 = 57 am sk =315 al) xﬂk]=2m1 () =2

n k=1 n=1 k=1 n= 1- 4.
9D g 3 k=3 13 ald )= 5T Alm)
nk=1 m=1 dim m=1

NOTA: & esla sﬁm.a para todo d que divide a m. &
m

’
|

EJERCICIO 148

Demostrar® -

2 3 4 o + ' 6 o 2

x x . X X - n

Ly g, g e S
1-x 1-x 1-_§x 1-x I

T-x 1-x on=
3

¢
donde el coeficiente de x"i_/(l -x") es 1 1 de acuerdo con la siguiente re

gla:

sea n = m? Prbaeee bs (pys g+ » Ds 597 primos diferentes’)

entonces el coeficiente de /(1. 5") = aln) = (-3)5 .

Solucidn
(Il Sea p un primo , entonces a(ps) = (-1)5 , luego :
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s
Ap™) = d?ps ald =all) +alp) + alpd + ...+ a(p")

.=1-1+1-...+(-1)S=i0 si s es impar
1 si s es par.
(I Sea q un primo  tal que (q,n) = 1,

Alngd) = 3 a(d). = 3%

ald) + X aldg + 3 a(dqzi + .
dlnq’ din dln din

o+ 2 aldd)
din “ qj
=2 ald {1-141-14... 4 (-1)%}
dln
:iO SI ¢ es impar
Aln) si t es par .
(] pe 1] v [l se tiene que
{o si n# k% (paratodo k natural )
aln) =

Aln} = 3
dln

1 sin=4k? (para algin k naturd) .
Aplicando el ejercicio 147 se fiene :

DR b

n=1 L« " k=1 M

EJERCICIO 149

AN
~

Demostrar para |q|

2
1+f_q+<ig_+‘24_é+,,_,

-q 1+q .q
_ 84 8112 8
- + + o6 e 0
(1- % " (1.4%)2 7 (1. £)*
Solucicn
oa 8
- Snd

8
8




BB

b AR b e r

|

w

=143 5" ()mlEDg, ak
n=1 k=1

= 143 5 surkel ekl fm
k=1n=1

(.I)k-l {Ik .

=14 E°°1 (1)k+lg

o 8

= ‘I + P - o, R —————————————
E=1 {14 (g%}?

EJERCICIO 150

X

3 5

X X

1+x2

Sugerencia

+ . —

o+ =

+
14+ x 14+x

Similar al ejercicio 149 .4

EJERCICIO 151

" De

x
14x

2

Sugerencia

EJERCICIO 152

mostrar que para |x| < 1
2 + 3
R A X c
14 x4 1+ x6

Similar al ejercicio 149 . ®

p;

-

Demostrar que para |x| < I :

X 242 . 357 .
I.+x 1 4x I +x
Sugerencia

Similar al ejercicio 149, ®

A 1-eprl 2

Demostrar que para x| < 1 :

( Ejercicio 54)

x o0
he “ s e
l-xz I-x° 1-x10
= _x x3 + x5 .
I+ x 1-L)c3 1+x5
LY

7 K]

E

_ _x y - _x2 N x3
(1+x) (}"+x2)2 (1+x3)2
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LJERCICIO 153

Demostrar que para {x| < 1 :

RY 3.\*2 B 5x5 -
I-x I-x I+x
0
x(l+x2) 4_.xg(l ))“xs(lmxlz)L
(1-x9)% (I-x < (l-xlo)

Sugerencia
Similar al ejercicio 149
EJERCICIO 154
Raly 2
Supongamos que 3..:1 (an) converge ., demostrar que

a
i %y

2 2R converge.
mk=1 n ik
Solucion
N
R A 1 .
mk=1 n4+ k n=1 " k=1 pik
IV 1
E a (a, )2 s )
\,zzzl |1/ }/k L (nik)?
N 2
< a a
§n=1 | ‘1 X YO(n+x)
N |a
< (e 2 5N %l
= /a & n=1 pn
= N N 1
2 2
<$YE (ay) 2 (a) '/; 2
7/k=1 k Yn=1 " n=l 7
o0 2 oQ
< 2 (a) z Tz
\‘ =1 kb n=1 "

ntonces la doble serie converge absolutamente .
IJERCICIO 155

+&
Sea a, . :.ﬁi)n_
7 nk

116

N ,ﬂ;!,;:@
v et e ol



bt

i) hallar - i) iii)

zrza1 TS e, =7 g
.n=1 =1 Tl.k k=1 n=1 n,k Il,k:I ﬂ,k .

iv) Demostrar que la doble serie no converge absolutamente .

v) Investigar la convergencia o divergencia del producto de Cauchy de

o0 I3
5 L1 consigo misma.
k=1 &k
Solucion
) i) (log 2)°
N M N n _M & .
i) S e, =3 LU0 s CDT g 22 N M s )
n=1 k=1 " n=1 n k=1 &k
N M N
, : ; 1 M 1
iv) X a1 e —_ " =
— — : ,k‘- Z S - ] (N,M —»co).
n=1 k=17 n=1 b=l k

v) Converge (Ejemplo 52).

EJERCICIO 156

Demostrar @

(;:)2 ..(32)2 +(;)2 e (.u"(n)

si n es impar

) (-1) I ” ) sin es par.
Solucion
_— n
(1 4 x) = 2 ( xk -
k=o\k o
(1-x7 = 3 (" 1)k K E
k=o\k P 3
!
entonces e
. s 2n
(I-xz)"=(1~x)">< (1.x)" = X k o+
. k=0
donde

‘k

0 RO,

Por otra parte :

217



(1 . _x;))ﬂ = zﬂ n (-I)k _\,Zk
k=0 \k

entonces

0 si n es impar

A M . bl
G =X (1Y - :
/=0 ] {'!)2(77
2.

si uw es par .
1/2) p

]
EJERCICIO 157
Demostrar que el product-o de las dos series :
2 3
14 ‘L) . = P . S . Y
I @2n< 27 .
2 3
1 X X By
- T o 4+ - e e
2 T 2n? 7 32
es fgual a 5 )
x° £ x6

I .

+ +
1220 20241 (31267
Solucicn

l.as dos series convergen absolutamente, entonces el producto es igud

al producto de Cauchy, o sea

o0

b c xh
n=o "
donde n (- 1)7l'k n ! (- 1)'%
C = E - 2~——-—‘2 = ('1)”2 ——2'—-_'_2
" k=0 (k1) {{n-k)!} k=0 () {n-k)1}

1 ' i
= 5" RN (Bigcicio 156)
(n 1)° k=¢ k

(-1” L on! / i
= 5 (- 1)5'-(—7,9——2 = (-1)”/2 (—nﬁ ] ( si n es par)
(n 1)° ! ! } Nont '
0 (si n esimpar). =
a

EJERCICIO 158 »

Demostrar que el producto de Cauchy de X 1(-1)”'1 17_ consigo

n= n
. . 1 . .
misma converge si r > - dtuerge si rg

ro

. { Cauchy- Cajori)
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Solucion
{11 Supongamos que r < 1 (si r > .1 la serie converge absolutamen-

te, entonces el producto de Cauchy converge.)

1

Sea ‘
n
(n-k+ 1)

k-1_1 -k
n = E,_ (-1) 7(-1)”

la]
|

n 1

P = (,I)nol s
‘ k=1 K (n-ks+D".
Pero A n 1 n 1

e ittt

= =3
k=1 E(n-k+1)" k=1 an[_g (1. %= 1)]1-
. n n

1 n 1 1

el Ferm [kalkbyy
s? 1 1 dx ( :
E=17 [Tk(l k-I)]r > Cf’{x”_x”, = a (una constante ),

¢ por lo tanto tenemos:

’

el 2 0 (nmam)  si r>

{Cn} no tiende a cero st rg—%— .

: , .
esto es, el producto de Cauchy 2 1 Cn diverge si r & -%' .
n:

e 4

{11 Abora, supongamos que r >—é~.

272’1 1 "f 2'1 1 "?
-;' ‘Cn-ﬂ = E=1 kr(n"_k‘)r ’ ‘Crl“ = E=1 kr(n-k+ 1)1’ .
enlonces :
' aple 1 I ‘12 32
- = 2 - - 4 1
(el = lesl F-1 [k'(n-k)’ k'(n+1-/e)’]ff ] (si:p‘;f)
n/2f 1 ! 2 Y2 S
2 E’:I Lar(n-k)r—kr(n«}- 1~k)'}— [_n—} (Sin es par.) '
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Pero ,

1 1 B
T 7 r{l-_—l_——]r
k' - k) E'(n.1-3) n+l-pk

1 1 r
r

> ——1 1 = "
T R (ni1-k)7 +n+1-k, E(ny 1-8)7 kr(n+l~k)r+1.

/2, 2; /2 1
2= iy sl R T & il
k=1 K (nsl-p)7* nTT? k=1 (2 (1-L. K

{(n->0) n2r o xr(l-x)r+1

fl/? (Jx _ fl/Z [lx ( x__1 :_Lsen 6)
= —

o L) L A1 2 2

0 (1/2) cos 6 d8
-a/2 ( %cos 9)2r%(1-'sen 8)

My

.0 (2)21 cos 0
-7/2 coszre (1. 5sen 6)

o 2
> f, 7
/2 1« sen 8

d9

d0 (puesto que 2r > 1)

2 .0 2,
=7y L a8 = ()%,
of/2 1. sen #

entonces ¢

e

=

</ r 2r '
. e 2,2 2/ 242r _
lim 2 (£ 3T 5 (2)/(=)" =2r> 1,
72300 =1 k'(n+ 1-k)’+/” 7 a?r "

Esto es, para n suficientemente grande se tfiene:

lpett = le, | > 0,

2 sea, {lc |1 es decreciente , luego el producto de Cauchy converge

condicionalmente .
|
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